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Vorwort. 

Die aufstrebende Flugtechiiik hat die Frage nach dem Wider- 
stände bewegter Körper in einem ii^deratehenden Hedinm in den 
Vordergrund des Interefwes gerückt nnd eine Reihe experimenteller 
and theoretfsdi^ Arbeiten veranlaSt, die in den letzten Jahren 
VeröflCentlichung fanden. Das wichtigste R^ultat dieser Arbeiten 
dürfte in der Erkenntnis liegmi, daß der Luftwiderstand dieselben 
Gesetze befolgt, Avie der Wasserwiderstand, und daß die theoretische 
Hydrodynamik in keinem Widcrsj>n!Ph mit der Praxis steht. 

Indessen ist zum Verständnis dieser Arbeiten, soweit sie theo- 
retischer Natur sind, eine so weitgehende Kenntnis der mathe- 
matischen Physik nötig, daß sie dem praktischen Flugtechniker 
nnr wenig Nutzen bringen und nicht sdn Mifitraaen gegen die 
Theorie beseitigen können. Andererseits sind die Veröffentlichungen 
mancher Praktiker auf so wenig logischen Anschauungen aufgebaut, 
daß sie den Wissenschaftler nicht befriedigen, auch nicht als Unter- 
lage für weitere Forschung dienen können. 

Dieser Manj^el der vorHeg'enden Literatur und die Ivluft zwi- 
schen der streng physikalischen und der rein prakti>cheTi Forschung 
wurde mir bei einer Vorlesun;!? über die j)hysik;Uiscli€u Gesetze 
der Wasser- und Luftschiffahrt an der Kieler Universität besonders 
bemerkbar und veranlaßten mich zu dem Entschlüsse, zu versuchen, 
eine zusamm^häugende Darstellung der Luft- und Wasserwider- 
standsgesetze auf Grund streng physikalischer Folgerungen unter 
gleichzeitiger Berüeksiehtigung der neuesten experimentellen Resul- 
tate zu geben. Natürlich konnte ich nicht in dem Büchlein bei 
den vielen noch ungelösten Problemen der Hydro- und Aerodynamik 
zu einem völlig abschließenden Endresultate gelangen. Ich hoffe 
indessen , daß es trotzdem sowohl dem Lehrer als auch dem 
Studierenden der Fiugiechnik von einigem Nutzen sein wird. 

Bei der theoretischen Ableitung der Widerstandsgesetze habe 
ich besonderen Wert darauf gelegt, zu zeigen, innerhalb welcher 
QesehwiDdigkeitsgrenzen ^Luft und Wasser gleichartig behandelt 
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werden können, und dürften dadurch meine Ausführungen auch 
einigen Wert für den Schiffbauer liaben. Hei den Anwendungen 
der Gesetze beschräDkte ich mich dagegen lediglieh auf flagtech- 
niflche Fragen. 

Um dem praktisch arbeitenden Ingenieur yerstftndlieh zu blei* 
ben, habe ich die höhere Mathematik nur soweit benutzt, als sie 
auf technischen Hochschulen gelehrt wird. Ich mußte allerdings 

dafinrf^h auf eine vollständige Ableitung einigt r Formeln verzichten 
und mich mit Angabe der einschll^igen Litteratur begnügen. 

Kiel, Juni 1918. 

Der Verfasser. 
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Erstes Kapitel. 

Der innere Druck einer Flüssigkeit 

Alle Flüssigkeiten und Gase haben gegenüber festen KOrpem 
die Eigenschaft, Formänderungrcn keinen Widerstand entgegenzu- 
setzen. Sie können demnach jede belifl)ifj:o. Form annehmen und 
fällen einen ihnen zur Verfüg-unfjc gestellten Kaum ganz aus. 

Allerdings werden wir später sehen, daß dieser Satz nicht 
streng richtig ist, sondern doA auch bei Flüssigkeiten und Gasen 
Formverftnderungen mit einer sehr kleinen Reibung benachbarter 
Teilchen gegeneinander verbunden sind. Diese Reibung ist indessen 
im Gegensatz zu derjenigen, die wir bei testen Körpwn beobachten, 
sehr klein und wird direkt zu Null, wenn die sich berühren- 
den Teilchen eine verschwindend kleine relative Geschwindig- 
keit gep^oneinander haben. Daraus folgt, da0 wir bei allen 
statischen Problemen der Flüssigkeiten und Gase ohne weiteres von 
der Reibung ganz absehen können, indem wir uns den betrachteten 
Zustand so langsam entstanden denken, daß die Keibuug einen 
vemachlttssigbar kleinen Wert bekommt Bei dynamischen Pro* 
blemen können wir wenigstens in erster Ann&herung die Reibung 
vernachlässigen und müssen nur von Fall zu Fall prüfen, wie groß 
die durch diese Vemaehlftssigung entstehendeaoi Fehler sein können. 

Eine Flüssigkeit ohne jede Keibung wird in der Aerodynamik 
als ideale Flüssigkeit bezeichnet. Die Bewegungsgesetzc, die sieh für 
eine solche Flüssi^'-kcit besonders leicht ableiten lasf^en, f^-elten dem- 
nach für wirkliche Flüssigkeiten nur angenähert, dagegen sind 
Kuhezuötande, die aus den Bewegungsgesetzen gefolgert werden, 
auch für wirkliche Flüssigkeiten streng mathematisch richtig. 

Der physikalische Unterschied tropfbarer Flüssigkeiten und 
Gase ist der, daß erstere ein bestimmtes Volumen besitzen, letztere 
nicht; denn das Volumen der Gase ist in hohem Maße von Druck 
und Temperatur abhängig, das der tropfbaren Flüssigkeiten nur 
sehr wenig. Die Beziehung, die das Volumen aus Druck und Tem- 

llArtltniaeii, OMettn. 1 
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2 Der innere Druck einer FlüBsigkeit. 

perator berechnen läßt, wird die Zustandsgleichung eines Gases 
genannt. Für ideale Gase gilt z. B. das Hariotte^Gay-Lnssacscfae 
Gesetz: 

tf=-C- (1) 

wo v das Volumen, T die absolute Temperatur und p den auf dem 
Gase ruhenden Druck mißt; C ist eine Konstante. Ist da^ Vo- 
lumen einer Fliissig-keit unabhlin^i^ vom Druck und Temperatur, 
also nur von der Masse abhäniri^j:, so nennen wir die Flüssigkeit 
inkorapressibel. Die Hydrodynamik nimiuL nun alle tropfbar flüs- 
sigen Körper als inkompressibel an. Der Fehler in den Resultaten 
ist hei der geringen Kompressibilität dersdben stets verschwindend 
klein. Das Volumen des Wassers nimmt 2. B. eist bei 200 Atm. 
Dmck um 1 **/o ab, nnd es ist daraus ohne weiteres ersichtlich, dafi 
Volumenänderungen bei Druckänderungen von der Größenordnung 
einer Atmosphäre keinen Einfluß ausüben können. Aber auch die 
gasförmip^cn Körper können für die hier behandelten Fälle meistens 
als inkompressibel angesehen werden, da die durch Bewegungen 
auftretenden Druck- und Temperaturunterschiede bü klein bleiben, 
daß sie gegeu den hohen Druck der Atmosphäre und die hohe 
mittlere Lufttemperatur von rund 28&'' absol. vernachlässigt werden 
können, wie wir später sehen werden. Daraus folgt, dafi die Be- 
wegnngsgesetze der Hydrodynamik fast alle sowohl für tropfbar 
flttssige als auch gasförmige Körper gelten und da0 es nicht nötig 
Ist, einen prinzipiellen Unterschied zwischen beiden zu machen. 
Wir werden daher im Folgenden unter Flüssigkeiten sowohl tropf bar 
flüssige als mich g-nsfönnig-e Körper verstehen. 

D;i die Dichte eines Körpers der Quotient seiner Masse durch 
sein Volumen ist, m kann auch die Dichte einer tropfbaren Flüssig- 
keit stets, eines Gases meistens als konstant ungesehen werden. 
Die Dichte des Wassers setz^ wir gleich 1, es ist dann die Dichte 
der Luft bei 10° G und 760 mm Druck 0,001225, also etwa 800 mal 
kleiner. Wir werden die Dichte stets mit y bezeichnen. 

Nach diesen Feslstdlungen können wir uns den Begriff des 
Druckes innerhalb einer Flüssigkeit auf folgende Weise klarmachen. 

Zunächst bringt es die freie Beweglichkeit aller 
Flüssigkeitsteilchen mit sich, daß an keiner Stelle 
innerhalb einer ruhenden Flüssigkeit tangentiale 
Kräfte angreifen können; denn greifen wir ir- 
gendeine Fläche F innerhalb einer Flüssigkeit 
(Fig. 1) heraus, und wäre in Richtung von F 
eine Kraft K wirksam, so würde die Flüssig- 
Fijf. 1. keit dieser Kraft nachgeben müssen, da sie sich 




Digitized by Google 



Der innere Druck einer Slflasigkeit. 



8 



ohne Reibung frei bewegen kann, könnte also nicht in Ruhe bleiben. 
Senkrecht zur Fläche F können indessen Kräfte N wirken, wenn sie 
nur auf beiden Seiten der Fläche gleich nnd entgegengesetzt gerichtet 
sind. Solche normal zur Fläche gerichteten Kräfte nennen wir Normal- 
spannungen. Beachten wir weiter, daß die Elemente einer idealen 
Flüssigkeit einer Trennung keinen Widerstand entgegensetzen, die 
FlüB8igkeit also zerrdßen müßte, wenn die Nonnalspaonungen von 
der FIAche F abgewandt wären» so folgt, daß die Normalspan* 
nungen in einw kontinaierliehen Flttssigkeit stets znr Fläche hin- 
gerichtet sind. In dieser Bichtung bezeichnen wir sie als positive; 
negative Normalspannungen sind dann in einer idealen kontinnier- 
Uchen FlüssinTkeit nicht möglich. 

Beziehen wir die Normalspannungen auf die Flächeneinheit, 
auf die sie; Avirken, so nennen wir sie Drucke, so daß also der 
Druck auf eine Fläche gleich der Kraft ist, die seukreclit auf die 
Fläche wirkt, dividiert durch die Größe der Fläche. Da nun in 
einer kontinuierlichen Flüssigkeit die Normalspannungeo stets po* 
siÜT sind, ist auch der Druck stets eine positiTe Größe. 

Im absoluten Haßsystem wird der Druck gemessen in Dynen 
pro Quadratzentimeter; in der Ayiatik und praktischen Aerodynamik 
mißt man abweichend vom sonstigen Branr h Ioti Druck in lülo* 
grammen pro Quadratmeter; da 1kg = 981 10* Dynen, 1 qm 
= 10^qem ist, so ist die praktische Maßeinheit 98,1 mal größer 
als die al)Solutc. 

Eine der wichtigsten Eigenschaften des Druckes in einer reibungs- 
losen Flüssigkeit ist nun die, daß s^ne Größe an jedem Orte un- 
abhängig von seiner Richtung ist. 

Um dies zu beweisen, denken wir 
uns an dem fraglichen Orte ein verschwin- 
dend kleines Tetraeder -4 SCO konstruiert 
(Fig. 2) mit drei aufeinander senkrecht ste- 
henden Kanten dx, chj, dz, und einer be- 
liebig schrägbteiienden CrundÜäclie ABC. 
Der Inhalt dieser Grundlläehe sei F und 
derjenige der den Ecken A, B, C gegen- ß 
überliegcnden Flächen, rcsp. F^, F.^, F^. 
Das Lot von der Spitze O auf die Grund- 
fläche ABC gefällt, möge mit den Kanten dx^ dy, dz resp. Win- 
kel a, ßy y einschließen. Dann haben wir die Beziehung, da F^ 
die Vertikalprojektion der Grundfläche F auf die yir-Ebene ist, auf 
welche dx senkrecht steht: 

F^F. 

cosa 

1» 
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ganz analog ergibt sich: 



F^F^~^ F^F^ 



cos ß * coft y 

Wir wollen ferner die Drucke auf die Flftchen F^ F^, F^, F^ 

mit p, p^, p^, p^ bezeichnen. Solang^e die Flüssigkeit ruht, müsseD 
sich die Kräfte in Richtung der drei Achsen X, Y, Z ausgleichen. 
In Richtung der X-Achsc wirken die Drucke p^ und p.^ nicht, da 
sie, senkrecht auf A' stehen, dagegen haben wir in Kichtung von X 
senkreciit auf l] die Kruh p^-F^ wirken und andererseits ergibt 
uns der nui F wirkende Druck p, der mit A' den Winkel a ein- 
sehließt, die Komponente pF-isosa; also besteht in mhender FEHS- 
sigkeit die Gieieimng 

Pi'F^^pF'Cosa'i 

gans analog erhält man fttr die Kräfte in Richtung der Y- und Z- 
Aehse die Gleichungen * 

p^F.j = p FcoB ß und p^- F^=p- Fcosy. 

Setze ich hier für F die oben gefundenen Werte ein, so folgt 

Da nun die Fläche F in beliebiger Richtung gezogen war, also 
P ganz willkürlich gerichtet ist, so folgt, daß in einer ruhenden 
Flüssigkeit der Druck an jedem Punkte fILr alle Bich> 
tun gen den gleichen Wert hat. Dieser Satz gilt sowohl für 
ideale als auch für wirkliche FlOssigkeiten, da ja die Reibimg mit 
der Geschwindigkeit zu Null wird. 

Der Satz gilt aber auch für ideale, bewegte Flüssigkeiten. Es 
sind dann, von äußeren Kräften ahg-eschen, weitere Krfifte wie die 
oben behandelten niclit vorhanden, und wir haben, wenn wir mit 
x", y\ z" die Beschleunigungen der Masse dm des kleinen Tetra- 
eder bezeichnen die drei Gleichungen 

af' dm = F(p^—p) y"dm = Fip^—p) z" dm = F(p^—p), 

Hier ist aber die Masse dm klein von dritter Ordnung, da sie 

das Ti odukt der drei kleinen GröBen dx, dy, dz enthält, die Fläche 
F klein von zweiter Ordnung. Wenn daher die Beschleuni- 
gungen x", y", z" endliche Werte behalten sollen — unendlich große 
Werte, die aucli unendlicli g^roße Geschwindigkeiten erzeugen, sind 
physikalisch unmüglieh - , bo muß p^ — p, — p, p^ — p klein von 
erster Ordnung sein. Daraus folgt, daß p^^, p.,, p^ sich nicht um 
einen endlichen Betrag von p unterscheiden können, also diesem 
gleich sehn müssen. 
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Für eine reibende, bewegte Flüssigkeit sind unsere Betrachtungen 
itideasen nieht streng richtig. Denn in einer solchen treten s. B. 
in Bichtnng der X-Achse noch Tangentialkräfte hinzn, die an den 
Flächen xmd wirken und einen endlichen Unterschied zwi- 
schen p und ausmachen können. Nnr wenn die tangential wir- 
kenden Keibungskräfte den Drucken p gegenüber klein sind, bleibt 
auch in einer bf^wcpftcn, reibenden Flüssigkeit die Größe des Druckes 
unabhängig von seiner }\ielltuIl^^ In wirklichen Flüssigkeiten und 
Gasen ist dies bei normalen Geschwindigkeiten nahezu immer der 
Fall, so dali w ir unser Druckgesetz in erster Amiäljerung auch auf 
bewegte, reibende Flüssigkeiten ausdehnen können. Wo es nicht 
zulftssig ist, ist man übereingekommen, als Druck schlechthin den 
Hittelwert des Druckes in drei aufeinander senkrechten Biebtangen 
zu verstehen; also zu setzen. 

Wir sehen demnach, daß der innere Druck einer Flüssigkeit 
eine spezifische Eigenschaft jeden Ortes innerhalb einer Flüssigkeit 
ist, und an und für sich eine gerichtete Grüße ist, während sein 
absolntcr Wert von der Richtung unabhan^ip- ist. Wir können 
folp:licli den Druck als eine innere Kraft auffassen, die je zwei 
Flüsöigkeitsteilchen normal zu ihrer Trennungslliiche zusammenpreßt 
im Gegensatz zu den von außen her auf die Flüssigkeit wirkenden 
Kräften. 

Da der Druck an verschiedenen Punkten der Flüssigkeit ver- 
schieden sein kann, können wir von einem Druckgefalle innerhalb 

einer Flüssifrkeit längs einer Linie sprechen. Das Druckgefftlle 

ist die Änderung des Druckes p bei Änderung des Ortes auf 

der betreffenden Linie, also wenn wir ein Element der Linie mit 

dp 

da 

differenzieren. 

Es ist nun eine besondere ausgezeichnete Eigenschaft jeder 
Flüssigkeit, daß das Drackgef&lle in allen Richtungen stets einen 
endlichen Wert hat; denn be« ^ 

trachten wir irgend ein kleines 
mit Flüssigkeit angefülltes Pa- 
rallelopipedon mit den Seiten- 
kanten dx, dy, dz (Fig. 3), so 
drüekt z. B. anf die Seite ACFE 
in Kichtung der A'-Achse ein 
Druck Pf der das Parallelopipe- 
don in Richtung der X-Achse 
zu beschleunigen sucht. Auf die Seite BDQH drückt ein etwas 
abweichender Druck 



ds bezeichnen: 



Wir kOnnen also den Druck nach dem Orte 



«5- 



Fig. 3. 
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da diese Seite um die Entfernung dx von der ersteren absteht. 
Dieser Druck wirkt dem ersteren entgegen und wir erhalten 
die auf das Parallelopipedon in Richtung der A'-Aclise wirkenden 
Kitttte, wenn vir die genannten Drucke mit der GrOfle der ge* 
druckten Fläche multiplizieren und voneinander subtrahieren» also 

dK—pdffdz — {p-{-dp)dydz = ^dxdydz. 

ox 

Diese Kraft beschleunigt die Masse des Parallelopipedons, die 
gegeben ist durch den Ausdruck 

dm^y'dxdydtt 

also klein von dritter Ordnung ist. Damit demnach die Beschleu- 
nigung endlich bleibt, muß auch die Kraft dK klein von dritter 
Ordnung sein; dann muß aber, damit die Gleichung für dK be- 

dp 

Stehen kann, der Wert — endlich sein, also eine stetige Funktion 
des Ortes sein. 

Wir können zusammenfassend sagen, daß der innere Druck 
in einer Flttssigkelt eine stetig veränderliche Funk- 
tion des Ortes ist, unabhängig von der Richtung, und dies 
ist eine spezielle Eigenschaft, die die Flüssigkeiten von den festen 
Körpern unterscheidet. 



Zweites Kapitel. 



Der Diuck auf einen eingetauchten Korper. 

Denken wir uns in die Flüssigkeit dnen starren KOrper ger 
bracht mit der Oberfläche F (Fig. 4), so wird unmittelbar in der 
Nachbarschaft der Oberfläche der innere Drack der Flüssigkeit 
irgendeinen Wert p besitzen. An der (irenze zwischen Flüssigkeit 
und Körper selbst, die dem Punkte der Flüs- 
sigkeit mit dem Drucke p unendlich benach- 
bart ist, kann ein nur unendlich wenig vom 
Drucke p abweichender Druck herrschen, da 
das Dmckgefälle nach den Besultaten des vo- 
rigen Kapitels stetig verlftuft. Daraus folgt, 
dafi auf Jeden Punkt der Oberflache F des 
Körpers ein Druck p lastet, der in anmittel- Yig. 4. 

barer Nähe der KörperoberlUiclic in der Flüs- 
sigkeit herrscht, also der Druck auf den Körper fifey-eben ist durch 
den inneren Druck der Flüssigkeit an der Grenze zwischen Körper 
und Flüssigkeit. Dies gilt naturgemiili nicht nur für einen völlig 
untergetauchten Körper, sondern auch für alle Wände des etwa die 
Flüssigkeit begrenzenden G^&ßes. 

Wir fanden nun in einer reibungsfreien FlUssigkeit die Rieh- 
tung von p stets normal zur gedrückten Fläche. Da an d«r Grenze 
von Körj>er und Flüssigkeit die Oberfläche des Körpers die ge* 
drückte Fläche ist, so folgt, daß in einer reibungsfreien Flüs- 
sigkeit der auf einen unterpetauehten Körper lastende 
Druck stets senkrecht zur Oberfläche desselben g-erichtet 
ist. In einer wirklichen Flüssigkeit gilt dieses ( lesetz auch ohne 
weiteres dann, wenn sie in Ruhe ist; ist sie in Bewegung, so kom- 
men noch die durch die Heibung verursachten Tangentialkräfte 
hinzu, die aber eine merkliche Richtungsänderung der resultieren- 
den Kraft nicht bedingen können, solange der Druck hinreichend 
groß ist. £9 kann daher meistens das Gesetz über die Druckrich- 
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tnng, das für ideale Flüssigkeiten streng richtig ist, auch auf na- 
türliche Flüssigkeiten angewandt werden. 

Dieses Gesetz von der Orthogonalit&t des Druckes zur Ober- 
flttche des gedrttckten Körpers ist das wichtigste Gesets der Hydro- 
und Aerodynamik tind maßgebend für alle Anwendungen der Lnft- 
widerstandsgesetze in der Aviatik. Nach demselben ist die Drack* 
richtnng ganz unabhfliigig von Größe und Richtung der FlUaBlgkeits- 
bew^ping oder der Bewegan«;: des Körpers innerhalb der Flüssigkeit, 
und von vornherein an jedem Punkte der Oberfläche dorcli die 
Normale auf dieselbe, also durch die Körpcrforni peg'ebeii. 

Dieses Fundamental^csetz ist nicht so oline weiteres einleuch- 
tend und war auch den Mathematikern des Altertums unbekannt; 
die Erkenntnis desselben hat sich erst allmählich durchgerungen, 
ohne dafi es von einem Forsdier zuerst ansdrUcklieh auegesprochen 
wurde; es trägt demnach auch nicht den Namen eines Entdeckers. 
Dieses Gesetz ftthrt erst znr Högliehkdt der Konstruktion eines 
Flugzeuges, und die Unkenntnis desselben hat viele früheren Erfinder 
zu den seltsamsten Konstruktionen verleitet. Auch die Konstruktion 
eines Propellers, das Sockeln am Winde auf dem Wasser wäre ohne 
Gültig;kcit dieses Gesetzes niclit niöp^lieli; denn würde, wie Laien 
meistens anzunehmen versucht sind, der Druck dieselbe Richtung 
haben wie die GeBchwindigkeit, mit der eine Flüssigkeit auf einen 
festen Körper trifft, so würde es auf einem Segelboot bei Wind schräg 
Yon vorne keine Segeistellung geben, bei der das Boot dnrch den 
Wind vorwärts getrieben würde; ebenso «rUrde sich die Wirkung 
auf zwei gegenüberstehende Fropelleffiügel aufheben. 

Das Gesetz von der Ortliogonalität des Druckes Ist ebenfalls 
eine Eigentümlichkeit aller Flüssigkeiten, die diese von den festen 
Körpern scharf unterscheidet. Denn wird ein Körper von einem 
anderen festen Körper getroffen, so wird auf ihn je nach den ela- 
stischen Eigenschaften eine von der Oberfläcliennormale mehr oder 
minder abweichende Kraft wirken. Es ist demnach ganz unzu- 
lässig, die Wirkung eines Flüssigkeitsstromes gegen einen Körper 
mit der Wirkung zu vergleichen, die ein fein verteilter fester Kör- 
p^, wie Sand oder dergleichen, ausübt. 

Das Gesetz von der Orthogonalitftt hat indessen eine wesent> 
liehe Einschränkung, die aus unserer Ableitung ohne weiteres folgt. 
Es setzt nämlich voraus, daß die Flüssigkeit den Körper konti- 
nuierlich umg-ibt. Wäre dies nicht der Fall, so ist die Oberfläche 
des Körpers nicht ^deichzeitif;- die Oberfläche der Flüssigkeit und 
wir können nicht aus der l\iclitunfj des Druckes anf die Flttssig- 
keitsuberf lache einen Schluß ziehen auf die Kichtung desselben auf 
die Körperoberfläche, da ja der Druck innerhalb des nicht von 
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Flüssigkeit erfüllten Raumes plötzlich Größe und Richtung wesent- 
lich ändern kann. 

Derartige Verhältnisse liegten B. vor beim Auftreffen 
eines begrenzten Flüsslgkeitsstrables auf einen festen KOrper oder 
noch mehr beim AnftrefFen eines in Einzeltropfen anfg^lfisten 
Strahles. Probleme dieses Art wollen wir indessen von vornherein 
aus unseren Betrachtungen ausschließen, da die Luft alle Körper 
kontiniiicrlicli umgribt und innerhalh der uns zupränglichen Bereiche 
der Atmosphäre keine freie Oberfläche besitzt. Nur die großen Ge- 
schwindigkeiten von ea. 1000 Meter pro Sekunde, die von den 
modernsten Gecjchossen erreicht werden, können, wie wir später 
sehen werden, ein Vakanm mit frder Lnftoberflftche erzengen und 
somit zu wesentlich abweichenden Lnftwiderstandsgesetzen führen. 
In der Aviatik sind Geschwindigkeiten dieser GrOfie unmöglich, die- 
selben liegen daher außerhalb des Bereiches unserer Betrachtungen ; 
denn selbst bei LuftpropeUem ist es aus Festigkeitsrücksichten ein 
für alle Male ausgcscblopsen, Geschwindigkeiten ttber etwa 250 m 
pro Sekunde zu verwenden. 
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Der Widerstand eines Körpers in einer 

Mfissigkeit. 

Der Widerstand eines Körpers innerhalb einer Flüssigkeit ist 
die Kraft, mit der er sich einer Bewegung widersetzt, die also auf- 
gewandt werden muß, um ihn mit konstanter Geschwindigkeit zu 
bewegen, oder auch diejenige, mit der er festgehalten werden muß, 
damit der Druck der ihn umgebenden Flüssigkeit ihn nicht in Be- 
wegung setzt. 

Sehen wir von der Wirkung ftnßerer Er&fte wie der Schwer- 
kraft ab, BO kann der Widerstand naturgemäß nor abhängen 
von der relativen Oeschwindigkeit zwischen der KOrperoberfliebe 
nnd der umgebenden Flüssigkeit, nicht aber von der absolnten 
Geschwindigkeit beider. Es ist dies ohne weiteres verständlich, 
wenn wir uns klarmachen, daß sonst z. B. der Widerstand eines 
Körpers in der Luft abhängen müßte von der unbekannten Ge- 
schwindigkeit, mit der sich die Erde im Wcltenraume fortbewegt. 

Diese Tatsache ist eine selbstverständliche Folgernng der Grund- 
anschauungen der rhysiik, nach denen alle Geschwindigkeiten nur 
relaUv und nicht absolut anfgefafit werden kOnnen. "Es wird dem- 
nach ein rohender KOrper in einer bewegten Flttssigkeit genau den* 
s^befn Widerstand erleiden, wie ein bewegter Körper in einer ruhen- 
den Flüssigkeit, wenn nur b^e Male das Strömungsbild vom 
Körper aus betrachtet dasselbe ist. Dies dürfte bei einer unend- 
lich ausgedehnten Flüssigkeit sicher der Fall sein, ist aber bei 
einer endlichen, wenn auch großen Ausdehnung derselben, niclit 
ohne weiteres einleuchtend. Ks halicn indessen alle Versuche ge- 
zeigt, daß schon bei mäßiger Ausdehnung der Flüssigkeit das 
Strömungsbild identisch ausfällt, und wir wollen im folgenden dies 
Relativgesetz uneingeschränkt gelten lassen. Wir werden demnach, 
je nachdem es fflr die Betrachtung bequemer ist, den festen Körper 
oder die Flüssigkeit bewegt annehmen. Dies bedeutet mathematisch 
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aufgedrückt, daß wir unser Koordinatensystem bald mit dorn Körper, 
bald mit der Flüssigkeit als fest verbunden ansehen werden. 

Den Widerstand des Körpers in der Flüssigkeit finden wir 
nun, wenn wir das Integral des Druckes über die ganze Oberfläche 
bilden und die Komponente in der Bewegungsrichtuug nehmen. 
Es ist demnach 

ü 

W=Jpcosad(t> (2) 

wo do) ein Element der Oberfläche ist und p als gerichtete Größe 
aufgefaßt ^vörden muß; a ist der Richtiingsunterschied zwischen p 
und der '\ - L::ungsrichtunp:. Haben wir es nicht mit einem eigent- 
lichen Körper, sondern mit einer Flilehe zu tun, so ist die Inte- 
gration über beide Seiten der Flächen zu erstrecken. Der mittlere 
Druck den der Körper in der Bewegungsrichtong erleidet, er- 
gibt Bich dann ohne weiteres aus der Beziehung 

ü 



p- Cosa- da) (3) 

Die Integralion hat zu erfolgen nach den in der Mechanik 
bdcännten Begeln Uber die Znsammensetzung von KiUften, die an 
verschiedenen Punkten angreiten, und bietet keine wesentliche 
Schwierigkeiten, wenn die Drucke j), also die Druckverteilung auf 
der 0 bräche bekannt sind. 

Nach diesen Begeln zerlegt man die Drucke p in ihre Kompo- 
nenten p^, p^, j», in Bichtung der Koordinatenachsen und whttlt 
die drei Komponenten des Widerstandes in der Form 

W^^Jp„d(o, W^^Jp^ dm, W,^ip,'ä<D . . (4) 

Der Widerstand W ergibt sich dann aus der Gleichung 

>F'=TK^co8(a;,t;)-i-Tr^cos(y,v)-f If;cos(2,v), . . (d) 

wo die cos. die Bichtungscos. der Bewegung zu den Koordinaten« 

achsen sind. 

?HehließIich bekommt man die Koordinaten x, , y^, des An- 
griffspunktes der Widerstandskraft aus den drei Gleichungen: 

J(a?i— «)'j>,.<l<» = 0 

/(tfi — tf) |>„-<lfl> = 0 ■ (6) 

wo X, y, z die Koordinaten der Angriffspunkte der p sind, und 
sämtliche Integrale über die gesamte Oberfläche Q des KOrpers zu 
erstrecken sind. 
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Unter der Wirkung dieser Widerstandskraft wird der Körper 
im a]]^;emei&eiL dne foitBebreitende und eine drehende Bewegnug 
ausführen; nur wenn der Schwerpunkt des Körpers in Richtung 
des resultierenden Widerstandes f&Ut, haben wir kdne Drehung^, 
sondern nur eine fortschreitende Bewegung, 

Den Angriffspunkt des resultierenden Widerstaades nennen 
wir den Druckmittclpunkt , und es ist die Lage desselben von 
großer Wichtigkeit für die Frage, ob Rotation eintritt oder nicht. 
Es lie^^t nun dieser Druckmittclpunkt dureliaus nicht immer auf 
der 0>)erfläehft dos Korpers selbst, sondern er knnn sowohl inner- 
halb als aucli weit außerhalb des eingetauchten Körpers liegen. 
Er kann nach den obigen Gleichungen stets gefunden werden, 
wenn die Verteilung des Bmckes p auf der Oborflftche Q be- 
kannt ist. 

Es erscheint allerdings auf den etBten Blick hin befremdend, 
daß der Druckmittelpunkt nicht auf der gedruckten Oberfläche und 
sogar außerhalb des gedruckten Körpers liegen soll. Indessen wird 
diese Tatsache einleuchten, wenn wir uns die Verliftltnisse an einem 
einfachen Beispiele klar machen. 

Wir wollen eine linear jD;'edachte Fläche AB (Fig. 5) betrachten, 
auf deren obere Seite Drucke und auf deren untere Seite Drucke 
wirken mögen. Sind und auf den ganzen Flächen kon^tniit, 
so werden die resultierenden Kräfte und beiderseits in der 

Mitte der Fläche liegen und dem- 
Jh nach auch die Resultante von 

^ Pj und Pg ihren Angriffspunkt 

A 1 y' in der Fiftchenmitte haben. Sind 

Fio- 5 ^"'^^ ^ nicht gleiehmftfiig 

' über die Fläche verteilt, so wer- 

den im allpfcmeinen P, und P., nicht in der Fläehenmitte an- 
greifen, sondern an zwei versehiedenen Fnnkten der i'^liiche. Be- 
achten wir nun, dail der Angriflbpunkt der Itcsultante von 1\ und 
derjenige Punkt ist, an den eine der Resultante entgegengesetzt 
gerichtete aber gleiche Kraft angesetzt werden maß, damit die 
Fl&che in Ruhe bleibt, so folgt ohne weiteres nach dem Hebel- 
gesetz, daß dieser Angriffspunkt M eine Entfernung und von 
den Angriffspunkten dw und P, haben muß, für welche gilt ^ 

«1 • Pl = C ' A • 

Bezeichnen wir ferner den Abstand der Angriffopnnkte P^ und 
voneinander mit I, so ist 
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und setzen wir dieses ein, so erhalten wir 



m » 

Es kann demnach dadurch einen beliebig großen Wert 

annehmeD, daß die Differenz Pj — entsprechend klein wird und 
der Punkt 3/ weit über die Enden der Fläche AB hinausfallen. 
Ist P^ gleich Po, so lio^t er in unendlicher Ferne und wir haben 
ein reines Kräftepaar mit dem DreLuiüincnt D = ll\. Dieser Fall 
ist allerding's praktisch nicht g:ut dcnkliar; denn Menn P^ und 
Pj einander gleich sind, wird auch die Druckverteilung auf 
beiden Seiten gleich sein und damit und P, denselben 
Angriffspunkt haben, wodurch l zu Null wird .und end- 
lieh bleibt 

Haben wir nun einen dreidimensionalen Körper, so können 
wir dieselben Betrachtung-en für alle drei Dimensionen anstellen 
und sehen, daß M eine ganz beliebif^e La<^e innerhalb oder 
außerhalb des gedrückten Körpers haben kann. So z. I^. lie^t 
bei Körpern ähnlich dem Parsevalhallon und bei Schiffen relativ 
kleiner Länge der Druckmitlelpuukt weit vor der Spitze des Ballons 
resp. Schiffes. 

Wir erwähnten bereits oben, daß eine Drehung des Körpers 
durch den Flftssigkeitswiderstand nicht veranlaßt wird, wenn der 
Sehwarpunkt des Körpers in Bichtung^ des Widerstandes liegt. Die- 
ser Satz bedarf noch einer besonderen Erläuterung. 

Nach den Hegeln der Mechanik besteht bekanntlich die all- 
gemeinste B< wPL'-ung" eines freien Körpers aus einer translatoriFchen 
Bewef^unt^ den Schwerpunktes und einer Drehunfr des Körpers um 
den SchAverpunkt. Nun ist aber ein untergetauchter Körper nicht 
frei, sondern es wirken auf ihn außer den in der Mechanik be- 
handelten Xritften, die der Masse proportional sind, noch weitere 
Kräfte, die von der OberUAchenform abhängen. Dies bedingt, daß 
die Drehungen im allgemeinen um andere Punkte als dm Schwer- 
punkte erfolgen, und daß sich der Rotationsmittelpunkt mit der Rota* 
tionsgesc^windigkeit fortgesetzt ändert; um welchen Punkt unter 
g^efrcbenen Verhältnissen die Kotation erfolgt, ist meistens jinßerst 
schwierig zu sagen. Bei sehr langsamer Rotationsgeschwintlifrkeit 
wird aber auch der Widerstand gegen die Rotation versehwindend 
klein und der Körper nimmt daher bei abnchuiender Rotation mehr 
und mehr die Eigenschaften eines frei beweglichen Körpers an, so 
daß der Rotationsmittelpunkt in den Schwerpunkt rflckt. Sueben 
wir daher den Angriff^unkt und die Richtung der Kraft, unter 
deren Wirkung der Körper nicht rotiert, so können wir ihn für 
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diesen besonderen Fall als frei ^owoo^lich ansehen und auf ihn den 
obigen Satz ohne weiteres übertragen. 

Im ü Inigen dürften die angeführten Gleichungen jedem In- 
genieur so geläufig sein, daß es nicht nötig ist, länger bei den- 
selben zu verweilen; sie erlauben in jedem Falle "Widerstand und 
Drnekmittelpunkt eindeutig zn bestimmen, wenn die Dnickverteilung 
an der EOrperoberfl&che^ oder genauer ansgedrackt, die Vwteilnng 
des inneren Druckes dar Flflssigkeit in unmittelbarer Nähe des 
Körpers bekannt ist. Folglich ist unsere Aufgabe auf die zurtlck* 
geführt, den inneren Druck einer Flüssigkeit zu berechnen. 

Diese Methode ist wesentlich von derjenigen verpcliiedcn, die 
den Widerstand berechnen will aus der kinetischen Energie, die 
die Flüssigkeitsteilchen beim Aufprallen auf den Körper an diesen 
abgeben, eine Methode, die z. B. F. W. Lau ehester^) in seinem 
bekannten Buche tu den ersten Kapiteln benutzt; indessen ist sie 
nur für blondere dnfache Fälle durchführbar und führt leicht zu 
argen Trugschlüssen, da es schwer ist, anzugeben, welche elastischen 
Eigenschaften man der Flüssigkeit beilegen soll. 

Bevor wir nunmehr zur Berechnung des inneren Druckes selbst 
übergehen, müssen wir noch zwischen dem statischen Drucke und 
dem dynamischen Drucke innerhalb der Flüsf^igkeit unterscheiden. 
Der Erste ist derjenige, der in einer ruhenden Flüssigkeit herrscht, 
während letzterer durch etwaige Flüssigkeitsbewegungen verau- 
laflt wird. 

Die Gesetze des statischen Druckes sind so einfach und jed^- 
mann bekannt, daß sie hier nur kurz erwähnt zu werden brauchen. 

Sie besagen zunächst, dafi der Druck p in der Tiefe h unter 
der Oberfläche einer Flüssigkeit gegeben ist durch die Gleichung 

P=9'7'Ji (7) 

wo g die Er'lV'»^-eh]*Minigung nnd y die Diehtc der Flüssigkeit mißt. 
Denn über einer iiorizontalen Fläche dF yFig. ü) steht eine Flüssig- 

keitsniasse yhdF mit einem dewielite gyhdF. 
Da nun im Ruhezustände die Keibung Null ist, 
so ist dieses Gewicht von der Flache dF ganz 
zu tragen und es ist also die Kraft, die gegen 
diese Fläche wirkt. Dividieren wir dieses Ge- 
wicht durch die Fläche, so erhalten wir für den 
Dinick den obigen Ausdruck. Die Gleichung gibt 
Fig. 6. den Druck in absolutem Maße, wenn h in Zenti- 



^) F. W. Lanchester, Aerodynamik, ubersetzt von S. C. A. Bunge, 
Verlag von B. G. TeuBner 1909. 
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metern gemessen wird. Wollen wir ihn in praktischem Maße messen, 
so müssen wir durch g dividiereo und h in Metern ausdrücken. 
Man erbält somit 

ist die Flüssigkeit Wasser, so wird >'= !, und der Druck in prak- 
tischem MaPe ist gleich der "Wasserhühe in Metern ausgedrückt. 
Es wird dementsprechend in der Praxis vielfach der Druck gemessen 
durch die Wassersäule, die ihn erzeugen würde. 

Da, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, der Druck in 
allen Bichtungen die gleiche Größe hat, so muß derselbe Druck, 
der auf der horizontalen Fläche AF lastet, auch auf jeder beliebig 
orientierten Fläche in der Tiefe h wirken und somit stets dnreh 
obige Gleichung gegeben sein. Es ist dadurch ohne Schwierigkeit 
möglich, durch Integration des statischen Druckes über die ganze 
Oberfläche eines untergetauchten Körpers den Gesamtdrnck zu be- 
rechnen; dies führt zu dem bekannten archimedisch rn Prinzip, nach 
dem auf jeden untergetauchten Körper ein Auftrieb wirkt, der gleich 
dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit ist. 

Wirken aufier der Erdschwere noch andere äultore Ki^tc gleich- 
zeitig auf Flfissigkeit und festen KOrper, die eine Beschleunigung / 
haben mögen, so ist ganz analog 

p = ig-\' g)-yh und W = j (g ^ g')y -hdü) . 

Dieser Satz führt zu der für manche Anwendungen wichtigen Tat- 
sache, daß ein innerhalb einer Flüssigkeit im Gleichgewicht befind- 
licher Körper durch keine anf Flüssig-keit und Körper gleichzeitig 
wirkenden Kräfte relativ zur Flüssigkeit bewegt 
werden kann. Nehmen wir z. B. an, eine Kugel K 
(Fig. 7) sei innerhalb einer Flüssigkeit im Gleich- 
gewicbte, so daß also Auftrieb und Gewicht 
einander gleich sind, und das Gefäß würde 
plötzlich gehoben oder gesenkt, so wird die 
Kugel nicht, wie man vielleicht glauben könnte, 
im Gefäß fallen oder steigen, sondern an sei- Fig. 7. 

nem Pnnkte in der Flüsj^igkeit verbleiben. 
Wenn nämlich vor Bewegung des Gefäßes die Kug'el K im 
Gleichgewicht ist, so besteht für ihr Gewicht my die Gleichung 

iaig = g iy-hdoi^ daraus folgt, durch Multiplikation mit ^-i— : 

g 

Wir haben demnach nur dann wiederum Gleichgewicht, wenn 
das scheinbare Gewicht des Körpers mis-\-g) ist, es also dieselbe 
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Beschleunigung «/ erffthrt, wie die Flüssigkeit; eine gleiche £e- 
fichleunigung von Kngel und FlttSBigkeit besagt aber, daß beide 
relativ zaeinander in Ruhe sind. 

Es ist somit der statische Druck einer Flflssigkeit dnrcii den 

archimedischen Lehrsatz ohne w^teres gegeben. An unserer Erd- 
oberfläche ist es in der Luft im allgemeinen der Atmosphärendruck. 
Es reduziert sich daher unsere Aufp:abe auf die, den dynamischen 
Druck einer Flüssigkeit zu berechnen, üm dies zu tun, wollen -wir 
zunächst die Beweg^un^sjjleichung einer idealen Flüssigkeit aufstellen, 
die uns eine Beziehung zwischen Druck und Geschwindigkeit in 
einer solclien ergibt. 
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Die Bewegungsgleichniigeii einer idealen 

FIfissigkeit 

Wir denken uns aus der Flüssigkeit ein sehr kleines Farallelo- 

pipedon mit den Seiten dx , dy , dz herausgegriffen (Fig. 8), so daß 
also die Kanten die Richtung der Koordinatenachsen haben; das 
zu^eliörige Koordinatenkreuz 
stellen wir uns irgendwo im 
Räume fest vor. Der Punkt, 
an dem sich anser Parallelo- 
pipedon befindet, soll die 
Koordinaten y, g haben. 
Es möge mm anf die linke 
Seitenfläche AB FE mit dem 
Flächeninhalte dy dz ein Druck 




Fig. 8. 



p wirken, der normal zur Fläche steht, also das Parallelopipedon in Rich- 
tung der X-Achse fortzuführen sucht. Wir haben dann, da der Druck 
von Ort zu Ort verschieden ist, in Richtung der A'-Achse ein Druck- 
dp 



gefiUle vro wir das Zeichen d 



setzen, da es sich um einen 



partiellen Differentialqnotienten handelt; denn p ist anfier von x 
auch noch von y, z und der Zeit i abhängig. Demnach drückt anf 
die Fläche CZ)ifG ein Dmck: 

dieser Druck ist ebenfalls gegen die rechte Seite hin gerichtet, 
wirkt also dem erstereu entgegen. Auf das Parallelopipedon wirkt 

somit nnr die Differenz beider, nämlich —^- dx. Die innere 

dx 

Kraft, die in Bichtuug derXAchse anf das Parallelopipedon wirkt, 
erhalten wir durch Multiplikation mit der Flächengröfle dydgf also zu 



dp 

— - — dxdydz. 
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Zu dieser inneren Kraft koninit noch eine etwa vorhandene 
äußere Kraft hinzu, z. B. die Schwerkraft, deren Komponenten in 
Richtung der drei Koordinatenachsen bezogen auf die Masseneinheit 
wir mit X, Y, Z 1>ezeiehnen wollen; es wflrde demnaeli auf miser 
HaBBenteilchen dm in Bichtnog der X-Aebse die ftnfiere Sraftkom- 
ponente Xdm^x*y'dxdydt wirken. Die Geschwindig^keit die 
unser Massenteilelien annimmt, zerlegen wir ebenfalls in ihre Kom- 
ponenten ü, 7, W'f dann ist die Besciilennignng in Richtung der 

X-Achse . Da nnn stets Masse mal ISesehlennigung gleich der 

wirkenden Kraft ist, so erhalten wir lilr die Bewegung in liichtimg 
der X-Achse die Gleichung 

^2 Y'dxdydx^ — ^ - dx dy dz X- y • dx dy dz , 



oder 



dt~ r^x'^ 



und analog f(^r die Bewegungen in Kicbtung der und Z-Achse 
die Gleichungen 

dt y oy 

Hier ist noch zu berücksichtigen, daß U, V, W die Geschwin- 
digkeitskomponenten ein und desselben Wasserteilchens sind, 
die dieses auf seinem Wege annimmt. Wir können aber ein l)e- 
stimrates Wasserteilchen nicht auf seinem Wege verfolgen, da es 
sich von seiner Umgebung durch nichts unterscheidet; es interessiert 
nns daher nicht diese Geschwindigkeit, sondern jene, die an einem 
bestimmten Orte (xyz) zu den y^rschiedenen Zeiten herrscht, die 
also die verschiedenen den Ort passierenden Wasserteilchen haben. 
Diese Geschwindigkeit sei q und ihre Komponenten w, v, w; es sind 
demnach noch die ü, F, W mit den u, t% to in Beziehung 2a bringen. 
Herrseht nun an einem Orte mit den Koordinaten x, y, z zur Zeit f 
die Geschwindigkeit u in Kichtung der A'-Achse, so herrscht an 
einem benachbarten Orte mit den Koordinaten x-\-dx, y-^-dy^ 
z-^-dz zu einer Zeit t-\-dt in Richtung der A'-Achse eine Geschwin- 
digkeit u-\-du, für die nach den Kegeln der Differentlalreeh* 
nang gilt 

u^du=^u-\-j~^dt-\. — dzJr^dy^ — dz, 
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I nser betrachtetes Flüssigkeitbleilchen mit der Geschwindig- 
keit U befand sich aber zur Zeit t gerade an dem Orte {xyz)', 
es ist demnach zur Zeit t:ü~u. Zur Zeit (-{-dt, wo es eine 

d U 

Geschwindigkeit U-^dü=ü-\--^dt annimmt, igt es wdter ge* 

wandert bis za dem Punkte x-^dx^ y-^-dy, »-{-dg^ an dem zu 
dieser Zeit nach obigem die Geschwindigkeit u-{- du herrseht. Wir 
haben also die Gleichung 

V + -^dt = u+-dt + — d:, + -dy+~d,. 

Da nun U—u war, bekommen wir durch Division mit dt und 

dx dy dz 
unter Berücksichtigung, daß —7^«, -^^v, -r-^to ist: 

at »f 



Ii 



c u , c u 

h U 

dt ^ dx 



dt 



du , du 
dy dz 



Analoge Ausdrücke finden wir für 



dY dW 
dt '''''' -dl' 



Setzen wir diese Ausdrticke in obige Gleichungen ein, so ergeben 
sich die bekannten Eulersclicn Fundamentalgleichungen für 
die Bewegung einer idealen Flüssigkeit: 



du , 

17 + " 

0«' , 



du , 


du 


-p w 


du 




Jz^ 


dv . 

L_y 

dx ' 


dv 


-\- w 


cv 


dy 




div , 
8^ + " 


dtc 
dy 


+ tv 


dw 

Jz^ 



1 

7 
1 

Y 
1 

7 



dp 
dx 

dp 
dy 

dz 



Es sind dies drei Differentialgleichungen, denen die vier un- 
bekannten », V, p genügen müssen. Um diese als Funktion 
des Ortes und der Zeit zu erhalten, fehlt 
uns also noch eine vierte Gleichung. Dies 
ist die sogenannte Koiuinuitatsgleiehung, 
die uns nachfolgende Überlegung liefert. 

Betrachten wir den Inhalt unseres 
kleinen Parallelopipedon Fig. 9, so strömt 
in der kleinen Zeit fi< durch die linke Sei- 
tenfläche ABEF von der Grölie dy-dz 
eine Flüssigkeitsmenge 

uydydzdt 

hinein. 

2* 




Fig. ». 



20 Bew«gttngBgleiohangen «iner idealeii FlttMigkeit. 

An der rechten Seile CD HG ist die Geschwindigkeit in Richtung 

d u 

der Z Achse von u auf u-{-^dx gewachsen; es hat sich aber 
auch die Dichte y geändert, und das Produkt beider, das ist die 

Strömung, ist von uy auf uy — (uy)-dx gewachsen. Infolge- 

dessen strömt aus der Seite CX^i^G^ iu der Zeit dt eine Flüssig- 
keitsmenge 

aus dem Parallelopipedon heraus. Es bleibt folglich iu dem Kaum 
ein Flüssigkeitszuwachs 

— 5 — (uy)*dxdy dzdt 
cx 

bestehen. 

Gnnz analog- veranlaßt der Fluß durch die Seiten ^BCD und 
EFQH einen Flüssigkeitszunraclis 

— — {yY) dxdy dz dt , 

und derjenige durch die Selten. B CO F xmdÄDHE einen FIttssig* 
keitszuwachs 

— [wy)'dz dy dz dt. 

Da nun keine Masse Valoren gehen kann, so mu0, wenn der 
Raum kontinuierlich mit Flflssigk^t angefüllt ist, dieser Zuwachs 

an Masse ganz dazu dienen, die Dichte y zu verändern. Ursprüng- 
lich haltfn wir die Flüssi^koitsmenge ydxdydz in dem Paralle- 
lopipedon, also nach Verlauf dei* Zeit dt^ während der die Dichte 

atif den Betrag y-\-'^di angewachsen ist, die Flüssigkeitsmenge 

0% 

{^-{■^^dt^dx dy dz. Die Dichteändenmg bedingt also einen 

c y 

Flüssigkeitszuwachs --dxäydzät, dor pfleich dem gesamten von 

et 

der Strömung veranlagten Flüssigkeitszuwachs sein mu6. Dies gibt 
die Gleichung 



[■ 



öa? ^ dy^ *' d» 
daraus folgt: 



dx dy dzdt=^ dx dydzdt; 
et 



äi0'«) + ^(.")^^(.«;)=-|^ .... (9) 
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Dies ist die sogenannte Kontinuitätsgleichun^, die der ma- 
thematische Ausdruck für die Bedingung iai, daß die Flüssigkeit den 
Kaum kontinuierlich ^ällt, also keine Hohlräume yorlianden sind. 

iBt die Dichte y konstant, wie bei Wasser ohne weiteres gelten 
kann, bei Luft meistens gesetzt werden kann, so wird die Gleiefanng 
besonders einfach, da die rechte Seite zu Nnll wird und sich links 
die Dichte die vor die Diffcrentialzeichen gesetzt werden kann, 
forthebt. Wir erhalten somit für inkompressible Flüssigkeiten die 
vereinlaehte Kontinultätsgleichung 

»«+»Jl+»~_0 (10) 

Wir haben demnach für eine inkompressible Flüssigkeit mit 
dieser leteten Gleichung und den drei Eulerschen Gleichungen Tier 
Differentialgleichungen für die vier Unbekannten u, v, w, J9; bei 

kompre?siblen Flüssigkeiten, bei denen die allgemeine Kontinuitrits- 
gleichung benutzt werden mnß, kommt noch die fünfte Unbekannte y 
hinzu. Es ist also für derartige Flüssigkeiten auch noch eine fünfte 
Gleichung nöti?, und das ist die Zustaudsgleichung, die die Dichte 
und den Druck in Beziehung bringt. Indessen nützt diese nur in 
speziellen Fällen; z. B. dann, wenn die Zustandsänderung ohne 
Temperaturänderung stattfindet, also mit TOllkommenem Temperatnr- 
ausgldch; in diesem Falle lautet sie 

-»Konstana (11) 

r 

Wenn andererseits die Zustandsänderung adiabatisch vor sich 
geht, d. h. ohne Temperaturausgleich, so lautet die Zustandsglelchung 



wo 2)q und Yq Än fangswerte sind und x das Verhältnis der spezi- 
fischen Wärme bei konstantem Druck und konstantem Volumen des 
Gases ist. In allen andern Fällen bringt die allgemeine Zustands- 
gieichung 




die absolute Temperatur T als sechste Unbekannte hinein, so daß 
das Problem unbestiunnt bleibt. Man könnte allerdinjj^s ersuchen, 
für die Temperatur nach den J^e^eln der Wärmeleitung und Wärme- 
strahlung eine weitere Gleichung aufzustellen, indessen würde hier- 
durch das Problem so kompliziert werden, daß dem Gleiohungs- 
system nicht mehr eine praktische Bedeutung zukommt Aua diesem 
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Grunde behandelt die theoretiselie Aerodynamik im allfrcmemen 
nur Probleme, bei denen die Dichte des ( iases konstant angenommen 
werden kann. Beachten wir iiidebsen, daß auf jeden Fall bei lang- 
sarnen Bewegungen vollstftndiger Temperatorausgleicb , bei sehr 
sdinelleii Bewegungen kein Temperatnrausgleieh stattfinden wird, 
Bo führt die Benutsiiiig der zwei obengenannten speziellen Zustande* 
gleichung^ auf jeden Fall za Grenztftllen, zwischen denen der 
wahre Vorgang liegen muß. 

Von dieser Unbestimmtheit alif^esehen, geben uns somit die 
vier h^ul ersehen Gleichungen zusammen mit der Kontinuitftts- 
gleichung die Unbekannten u, v, ic, p als Funktionen des Ortes 
und der Zeit, die noch willkürliche Integratiünökünötanicn ent- 
halten werden; sie geben uns daher noch nicht die absoluten 
Werte des Draekes p an der Körperoberfl&che, die wir zur Berech- 
nung des Widerstände» eines Körpers in dcar bewegten Flüssigkeit 
benötigen. Diese werden erst gegeben durch Festsetzung der Grenz- 
bedingungen. 

Zunäclist müssen die Werte u, v, naturgemäß an einem be- 
stimmten Orte bekannt sein. Handelt es sich z. B. um die Bestim- 
mung des Winddruckes auf einen Körper, so f^ilt die Geschwindig- 
keit q des Windes in großer Entfernung vom Kürper als gegeben. 
Soll dagegen der Widei-stand des in der Luft bewegten Körpers 
berechnet werden» so ist die Geschwindigkeit der Luft in unend- 
licher Entfernung yom Körper zu Null anzunehmen, denn derKOr- 
per müfite ja eine nnendlich große Luftmenge bewegen, wenn er 
Luft in unendlicher Entfernung bewegen sollte. Aber auch für die 
Körperoberflächo selbst läßt sich eine besondere Grenzbedingung 
aufstellen: zunächst ist es das einfachste, zwischen Flüssig-keit und 
Körper bei einer reibungslosen i*'liissirrkeit ebenfalls keine Reibung 
anzunehmen. Denn wenn Keibung vorhanden wäre, so würde diese 
nur bedingen, daß sich der Körper mit einer unendlich dünnen 
Flüssigkeitshaut umgibt, an der dann die weiter entfernte Müssig 
keit reibungslos vorbeigleitet. Diese dünne Haut würde aber den 
Körper nicht merklich yergröJBem, könnte also auch den Wider- 
stand nicht beeinflussen. 

Dies vorausgesetzt, ist einleuchtend, dafi die Gesehwindig- 
keit q der Flüssigkeit an der Grenze ^^wisclien ihr und dem festen 
Körper tangential zur Kürperoberfhtehe gerielitet sein muß; denn 
das \'or]iandensein einer Norinalkiunponente würde besagen, daß 
Flüssigkeit in den festen Körper hinein oder aus diesem heraus- 
strömt. Bezeichnen wir nun an einem Punkte x, y, z der Körper- 
oberfläche die Winkel, die die Oberflftehennormale mit den Koor- 
dinatffliachsen bildet, mit a, ßt y* ^ Geschwindigkeit « eine 
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Normalkomponente «*cosa, die Geschwindigkdt v dne Nonnalkom- 
ponmte vcos/9 und die Geschwindigkeit w eine Normalkomponettte 

ff •COS}'. Als Ausdruck dafür, daß die gesamte Normalkomponente 
Null sein soll, haben wir somit die Bedingungsgleiobung 

Nun ist aber naeh den Gesetzen der Diff«rentiaIreohnung, wenn 

F{x, y,z)^0, 
die Gleichung der Oberfläche des Körpers ist, 

IBF ^ 1 BF 1 dF 

wo 



gesetzt ist Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir 

BF, dF. dF ^ 

als Bedingungsgleichung, der m, v, w au der Körperoberfläche ge- 
nfigen mflssen. 

Es Iftfit sieh scbliefilich, wie Lamb^) getan hat, zeigen, daß die 
drei Enlerschen Gleichungen zusammen mit der Kontinuitätsgleichung 
und dieser Grenzbedingung nur eine Lösung besitzen können, also 
u, V, w und p bei gegebenen Anfangs])edingungen eindeutig be- 
stimmt sind. Die Oleiclinnf^en g-eben daher auch die Werte xonp 
an der Körperoberfläche und durch Integration dieser den Wider- 
stand des Körpers iu der Flüssigkeit. 



^) Horace Lamb, Lehrbnck der Bydrodynaanik, deatseh von Dr. J. 
Friedel. 1907. 



Fünftes Kapitel. 



Die Integi^ation der Eulei*sehe]i Gleichungen. 

Die im vorigen Kapitel abgeleiteten En] ersehen Gleiehungen 
sind im allgemeinen sieht integrabel; sie werden es indessen ohne 
weiteres, wenn sieh eine Funktion 99 angeben l&fit, für welehe gilt 

£IL „ »S, , ^. . . (14) 



dx' dy* dg 

Die Funktion (f wird das GeBeh'^^'^n digkeitspotential der 
Strömung genaimt, uud eine Strömung, lur die ein Geschwindigkeits- 
potential existiert eine PotentialstrGmimg. Um die Bedeutung des Ge- 
Bchwindigkeitspotentials zn erkennen, gehen wir sunftchst Yon dem 
B^^rlffe der Stromlinien ans; eine Stromlinie ist eine Linie, die so 
von Punkt zu Punkt frezo« en ist, daß ihre Richtung überall mit der- 
jenigen der Flilssigkeitsgcschwindigkeit zusammenfällt. Denken wir 
uns nun Flächt-n innerhalb der Flüssigkeit konstruiert, auf denen <p 
konstant bleibt, so heilten derartige Flächen Äquipotentialflächen« 

Für ein und dieselbe Äquipotentialflftche gilt f^=0, f^^O, 

--XssO, da sich ja (p nicht ändrni soll, wenn man von einem 

dz 

Punkt einer Ä<juipotentialfläehe zn einem andern derselben Fläche 
übergeht. Demnach ist nach den Definitionsgleichungen von 9? auf 
jeder AquipotentiiUfiftche «s&BV«f0«O. Infolgedessen sind die 
Äquipotentialtlftchen solche, auf denen ein Flieden nicht stattfindet, 
oder mit anderen Worten, sie sind ^ System von Flftehen, die 
senkrecht su den Stromlinien zu denken sind. 

Eine Potentialströmung unterscheidet sich nun von jeder anderen 
Strömung dadurch, daß bei ilir keine Wirbelbewegungen stattfinden. 
Um dies zu erkennen, differenzieren wir die erste Definitionsgleichung 
für 9? nach y, die zweite nach x und erhalten 

d'-^ _ du dv 
dxby dy dx' 
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daraas folgt 



ganz analog findet man: 



dx dff ~ 
dy dz ™ 



(15) 



du dw 

Die Berleutung' dieser r;ieichnn<ren zeigt uns folgende Überlegung. 
Wir wollen einmal annehmen, die Bewegung der Flüssigkeit sei 
eine solche, dafi sich ein Punkt P der- 
selben mit den Koordinaten x^fftZhi der 
F^-Ebene nm einem Punkt 0 mit den 
Koordinaten Xj, y,, drebe, und zwar 
mit einer momentanen Winkelgeschwin- 
digkeit ^ Es ist dann | die Rotations- 
«reselnvindififkeit der Flüssigkeit um eine 
zur A' Achse parallelen Achse. Dann 
ist, wenn r die Entfernung des Punk- 
tes P von 0 mißt (vgl, Fig. 10): 

d8 = rd<Of 




alBO 



da 



da» 



Andererseits ist 



tc = <i 

r 



also 



Differenzieren wir die erste Gleichung nacli ier, die zweite nach y 
und addieren, so erhalten wir: 

f = 

ganz aualog bekommt man: 



dw 






dz) 


du 


dw\ 




dx) 


dv_ 


du\ 


dx 





(16) 



WO fi und C die Botationsgesebwindigkeiten der Flüssigkeit um die 
Y- und 2^- Achse angeben. Die Klammerausdrücke sind aber bei 
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einer PotentialBtrömnng, wie ein Vergleich der OL 15 mit den Gl. 16 
zeigt, gleicb Null, also finden bei einer Föten tialstrOmung 
keine Rotationen statt. Man nennt übrigens Rotationsbewegungen 
einer Flüssigkeit allgemein Wirbelbewegungen; die drei Elemen- 
tftrrotatlonen geben zusammen eine resultierende Hotation mit einer 
resultierenden Rotationsachse, die sog. Wirbelachse, während die 
Größen ^, 7], C die ■Wirbelkomponenton b»:'if3cn. 

Eine Potentialströmung herrsclit demnach überall dort in einer 
Flüssigkeit, wo keine Wirbel vorhanden sind. 

Nehmen wir jetüt weiter an, unsere Flüssigkeit sei anfangs in 
Ruhe, so daß «s=»v = fe» = 0 ist, femer sei die Dichte überall gleich. 
Es möge dann unsere Flüssigkeit durch das Auftreten einer Kraft 
in Bew^pmg gesetzt wwden, die ein Potential 0 besitzt, so daß man 
also setzen kann 



Dann reduzieren sieh anfangs, solange «, v, w noch keine merk^ 
liehen Werte angenommen haben, die Eulerscben Gleichungen auf 
die Form: 



ein und derselben Funktion nach den Koordinaten sind, also die 
Geschwindigkeit q selbst ein Potential q> besitzt, für welches gilt 

Daraus folgt, daß potentielle Kräfte in einer idealen Flüssig- 
keit gleichmäßiger Dichte nur solche BcAvegungen hervorrufen 
können, bei denen die Geschwindigkeit ein Foteutial bat, also 
keine Wirbel erzeugen können. l)a aher alle möglichen äußeren 
Kräiic potentieller Natur sind, so folgt, dali hei einer idealen Flüssig- 
keit gleichmäßiger Dichte die Annahme des Vorhandenseins eines 
GeschwindigkeitspotentSals voll berechtigt ist. Als eine derartige 
Flttssigkdt gleichm&fiiger Dichte kann übrigens auch unsere Atmo* 
sphttre angesehen werden. 








die Ableitungen 
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Andererseits ist die Reibung der Flüssigkeitsteilclu n einer natür- 
lichen Flüssigkeit gegeneinander eine nicht potentielle Kraft; foig- 
lieh können in einer natürlichen Flüssigkeit, also auch in der Lnft 
stets dort Wirbel entstehen, wo die Reibung merkliche Beträge an* 
nimmt Dies Ist aber, wie wir später sehen werden, an den Pauk- 
ten der Fall, an Awm, grofie Geschwindigkeitsimterschiede zwischen 
bmachbarten Flüssigktitstellchen vorkommen. 

Kehren wir nunmehr zu den Eni ersehen Gleichungen zurück 
und setzen, unserer Annahme entsprechend, 

" = -8^' " »i- "=-T,' 

so wird 

du cv du dw 

dy dx ' dz dx' 

Nehmen wir femer an, da0 die Äußeren Kräfte ein Potential 
haben, so daB wir setzen können 

so wird aus der ersten der drei Gleichungen: 

d^w , du , dv , dw d^ 1 dp 

— — ^ — u w h V — - + w — = — — , 

dxdi ' aa? ' aa? ' dx y dx 

und analog ans der zweiten 

d'w , du , cv . die d0 1 dp 

— 7^ — -f" M 7 — r V ~r ^ ~ — = — ^ - 

dyot dy oy cy dy y dy 

und aus der dritten 

\-u H y 1- w = — — — 

dn^% * dg ^ d» * dz dz y dz 

ilier haben wir in der ersten Gleichung nur Differential- 
quotienten nach X, in der zweiten nach y, in der dritten nach z; 
demnach gibt die Integration aller drei Gleichungen ein und das- 
selbe Resultat und die Integrationskonstante, die bei der Integration 
d^ ersten Gleichung von dar zweiten Gleichung von y, d&c 
dritten Gleichung von z unabhängig sein muß, kann nur noch eine 
Funktion der Zeit allein sein. Nennen wir die Integrations« 
konstante daher /*(<), so wird das Resultat 
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oder da q* = -j- -j- w* ^ 



'^-*+jjip + lr+m (18) 



dt ' J y 

Für unsere Zwecke interessieren in erster Linie stationäre 
Strömungen, d. h. snlche, bei denen die Oeschwindigkcitskornpo- 
nenten an joflciii Orte uiiabliiln/rig' von der Zeit sind. Dies ist 
offenbar dann der Fall, wenn ein Ivörper sieh iniL konstanter Ge- 
schwindigkeit bewegt oder ein konstanter Luftstrom gegen einen 
rahenden Körper blHst. 

dm 

Unter dieser Annahme wird -~t=0, und die Funktion f{t) 

c t 

muß, da auch von der Zeit unabhängig, eine absolute Konstante 
sein. Die Integration der Eul ersehen Gleichung'on gibt UDS dem- 
nach im Falle einer stationären StrOniung die Beziehung; 



^dp^C,-^a*-0 (19) 



jldp==C-~q^ (20) 



Hier ist nun das Potential fp der ftnAeren Kräfte im allgemeinen 

konstant negcben, oder es ist Null, resp. zu vernachlässigen. Ist 
z. B. die Erdschwere die einzige äußere Kraft, so ist ^ konstant, 
solange die Entfernung vom Erdmittelpunkt sich bei der Bewegung 
nicht merklich ändert; es kann demnacli 0 mit der Konstanten Cj 
zu der Konstanten C vereinigt werden. Dadurch erhalten wir die 
Druckgleicbung: ^. ^ ^ 

Diese Gleiohnng gibt uns die gesuchte Beziehung zwischen 

der Geschwindigkdt q und dem Drucke p, sie wurde abgeleitet 
unter der Vornnssetzung einer reibungslosen, wirbelfreien Flüssig- 
keif. Sie gilt zunächst nicht für eine in Wirbel befindliche 
Flüssigkeit. Fragen wir indessen in einer Polchen nur nach 
der Stromverteilung längs einer bestimmten Stromlinie, so ist die 

Besehleun ig mag in Bichtung der Stromlinie si und das Drack- 

dp 

gefälle so daß wir, gleich unter Vernachlässigung äußerer 

Kräfte die Beziehung erhalten 

dq 1 d]} 

^da y ds 

und demnach durch Integration nach ds'. 



Vj^=C,— (20a) 
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Es gilt demnach für eine M'irbeinde Flüssigkeit dasselbe Ge- 
setz für jede einzelne Stromlinie, das für eine wirbelfreie Flüssig- 
keit allgemein gilt. Der Untersäcliied liegt darin, daß in der Gl. 20a 
die Konstante kdne absolute Konstante ist wie C in der 61. SO, 
sondwn ffir verschiedene Stromllnl«! sehr versjsbiedene Werte haben 
kann. Es kann somit in einer wirbelnden FiOssigkeit diese Be- 
ziehung zwisdien Druck und 6e8ch\Ain(iigkeit nur dann benutzt 
werden, wenn man sicher ist, zwei Punkte derselben Stromlinie 
miteinander zu Tergleichen. Dies dürfte aber meistens nicht fest- 
ste! lV)ar sein. 

Gewöhnlich wird die Beziehung zwischen Druck und Ge- 
schwindigkeit aus dem Energiej»rinzip abgeleitet. Es führt indessen 
diese Beweisführung nur zu der letzteren Gleiciiung, die sich auf 
ein und dieselbe Stromlinie bezieht ohne dai-zutun, dafi dieselbe 
Beziehung In wirbelfreier Flüssigkeit allgemein gilt. Wegen der 
Wichtigkeit der Gleichung s^ anch dieser Beweis hier kurz an- 
geführt: 

In Richtung einer Stromlinie denken wir uns eine sehr dünne 
„Stromröhrc" herausgegriffen (Fig. 11), so daß die Flüssigkeit inner- 
halb dieser Rühre in Kichtung der Tvöhren- 
wände flieüt. Querschnitt der Ei:»hre, Ge- 
schwindigkeit und Dichte der Flüssigkeil sei 
an den Punkten Ä und B der Köhre o, q, y 
resp. </, 2' und /. Dann tritt in der Zeitein- 
heit bei Ä die Ifasse yqa in die Röhre ein, 
bei B die Masse /g^</ aus. Es gilt also die ^>ff* 
Beziehung yqa = /q'a\ 

Sind weiter die Drucke bei Ä und B p und p\ so leistet die 

Flüssigkeit bei Ä pro Sekunde die Arbeit i»ö- 2 und verliert bei B 
an Arbeit p'o' q'. Ferner führt die einströmende Masse bei Ä pro 
Sekunde die Energie ^yga- 5* mit sieh in die Kühre liincin, wHlircnd 
die bei B ausströmende Masse die Energie iy'q'o'-q'- iiinausträgt. 
Da keine Energie verloren gehen kann, ergibt sich die Beziehung 

oder durch yqa^/n'a' dividiert 

Nun ist ^p' ^Pi ßßiioien wir weiter den Wert C,= ~P~\~ ^fl* 
als g^ebenen Anfangswert bei an, so folgt dieselbe Gleichung 
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Die hier abgeleitete Bezlebimg SO zwiselieii Druck und Ge- 
schwindigkeit wird besonders einfach bei inkompressiblen Fltts* 
sigkeiten, da dann / nnabhftngig von p ist. Man erhftlt dann 



Dieb ist die Fundamentalgleichung der Hydrodynamik. Der 
Druck ist d^ statische Druck» der unter der Wirkung äußerer 
Kräfte yorhanden sein würde, wenn die Fltlssigkeit in Buhe wäre. 
An der Brdoberfläche ist es im allgemeinen der Atmosphären- 
druck von 760 mm Quecksilbersäule oder 1,03 kg pro qcm. 
Im Wasser ist noch der Druck der Wassersäule entsprechend der 
Wassortiefe liinznznrpchnen. 

Der Ausdnick ■ — lyq' ist der djTiamischc Druck, d. i. die 
Druc'kveränderung infoltre der Strömung. ilan sieht, daß er 
negativ ist, und es nimmt der Druck in einer FlüSbigkeit mit 
zunehmender Geschwindigkeit ab. Dies ist auf den ereten Bück 
befremdend, wird aber zugleich einleuchten bei folgender Über- 



Denken wir uns die Flüssigkeit durch ein Rohr fließen, das 
alhnählich enger wird, so muß die Geschwindigkeit der FlOssigkeit 
an der engeren Stelle größer sein als an der weiteren Stelle, und 
es wird die Flüssigkeit beim Einströmen in die eng'cren Stellen 
beschleunigt. Es muß demnach ein Überdruck au der weiteren 
Stelle die beschleunigende Kt*aft sein, die dieses bewirkt. 

Bei Anwendung der Gleichung 21 ist indessen Vorsicht ge- 
boten, da wir stets die Bedingungen beachten mttssen, unter denen 
sie gilt. Erstens mufi die Flüssigkeit wirbelfirei sein und zweitens 
inkompressibel. Eine ParaJlelstrDmung vom Wasser, bei der alle 
Wasserteilchen sich in derselben Richtung bewegen, genügt dieser Be- 
dinguug. Es wird infolgedessen die Beziehung vielfach zur Messung 
der Geschwindiirkeit fließenden Was^sers mittels soprenannter Pitot- 
scher Röhren gebraucht. Dieselben sind im Prinzip iManometer, bei 
denen die eine Öffnung in ruhendes Wasser g^etauelil wird oder 
mit der AtmuBphäre in Verbindunj^ steht, während das andere Ende 
in das fließende Wasser eintaucht, und so geformt ist, daS die 
Strömung möglichst wenig gestOrt wird. Der am Manometer ab- 
gelesene Druckunterschied läßt nach uns«rer Gleichung die Ge- 
schwindigkeit q berechnen. 



oder Po—y'C gesetzt 



(21) 



legung. 
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Für Lnft ist indessen die Hedinfi^nTigf der Inkompressibilität 
nicht erfüllt; trotzdem wird diese Formel bei Geschwindig- 
keiten bis etwa 100 m auch für Lnft als gtlltig angesehen» 
nnd zwar mit Recht, wie wir gleich seh«i werden. 

Nehmen wir zunächst an, die Bewegungen seien so langsam, 
daß sich die Temperatur Tollstfindig ansgldchen kann, so gilt für 
Luft die Zustandsgieichung 

y y© 

wo 6 eine Konstante ist und j>o und y^^ Druck und Dichte bei der 
Geschwindigkeit Null angeben. 
Daraus folgt 



J; 



und die Bewegungsgleichung 20 liefert die Beziehung: 
Da für g = Nall, ^—^a sdn soll, so ist 

und man erhält in diesem Falle als Bewegungsgleichung 

IgP^lpPo-l^'«" (28) 

Ist hier p und nur wenig voneinander verschieden, so kann 
man angenähert schreiben 

setzen wir diesen Wert in Gleichung 22 ein und berücksichtigen 
femer, daß ^ = ^ ist, so eriiält man 



od«r 



J» 2 1»* 



also dieselbe Beziehung, die für inkompressible FlQssigkeiten gOt. 

Hier ist die Berechtigung unserer Annahme, daßj» undji^ ron- 
einander nur wenig verschieden sind, leicht zu prüfen. Ist z. B. 
die Geschwindigkeit ji^^lOm pro Sekunde, so ist für Luft mit 
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y = 0,001225 in absolutem Maße | y = 613 Dynen pro qcm, wäh- 
rend andereffseit der Atmosphärendrack etwa 10* Dynen pro qcm 
ist. Es sind demnach nach unserer Formel bei 10 m Geschwindig- 
keit p und p^ bis auf 0,06% einander gleich. Selbst bei 60 m 
Geschwlndlgkdt weicht p erst um iVo'^ o '^^^ ^ bleibt 

unsere Annahme also auch dann noch. zuläB<:ig-. 

Zweifelhaft erscheint es indessen, ob die Dnickänderung tat- 
sächlich bei derarti^^en Geschwindigkeiten unter völligem Tempe- 
raturausf2;leich stattfindet. 

Aus diesem Grunde müssen wir noch den zweiten Grenzfall 
behandeln, bei dem die Druckveränderung ohne jeden Temperatur- 
ausgleich, also adiabatisch vor sich geht. Hierfür gilt die Zn- 
standsgleichnng 12: 



Po w 



Unter Berücksichtigung dieser Beziehung wird 



7 'f—^Yo 



und die Bewegoogsgleichung 20 liefert die Beziehung 

^ M Po' 

Hier müssen wir, da für q — Null der Druck p—p^ sein soll, 

C=Po " setzen, und man erhält nach einiger Umformung ffir 
adiabatische Zustandsftnderung die Bewegungsgleichung 

p-Ä,""'"-^{p,-i^j'or)'~' . • -(28) 

Beachten wir schließlich, da£ für Luft »»1,405 ist, also: 
X — 1 

= 0,288, so erkennt man, daß das zweite Glied der Diffe- 

H 

Venz auf der rechten Seite für Geschwindigkeiten unter etwa 100 m 
gegenüber dem Atmosphärendruck klein ist; deswegen können 
wir für diese Geschwindigkeiten nach dem binomischen Lehrsatz 
angmähert setzen 

««--2 .-'««T -3 , r.«'. 

und erhalten aas Gleichung 23 die Beziehung 



Digitized by Google 



Di» IntegTAtion der Euleraohea Gleiohn«g«&. 



38 



Dies ist wieder dieselbe Gleichung:, die für kleine (xeschwindig- 
keitcu bei einer Zußtandsanderung mit völligem Temperatarausgleich 
galt, nur mit dem Unterschiede, daJB hier die Dichte an Stelle 
Ton / 8teht, die aber beide bei kleinen Geechwindigkelten nur 
wenig differieren. Wir sehen demnach, daß beide GrenzfKUe, zwi- 
schen denen Bich der Vorgang abspielen maß, bei kleinen Geschwin- 
digkeiten zu ein und derselbra. Gleichung 21 führen, die auch fflr 
inkompressible Flüssigkeiten gilt. Hieraus folgt, daß wir, solange 
wir mit Geschwindigkeiten unter etwa 100 m pro Sekunde zu tun 
haben, die Beziehung 21 zwischen Druck und Geschwindigkeit auch 
für Luft unter Atmosphiirendruck gelten lassen können, also die 
Luft als lukompresülble Flüssigkeit auffassen dürfen. Da wir 
es nnn in der Ayiatik im allgemeinen nicht mit wesnitiich größe- 
ren Geschwindigkeiten zu ton haben, so werden wir in den folgen- 
den AnsfOhrangen den Untorscbied zwischen kompressiblen und 
inkompressiblen Flüssigkeiten ganz fallen lassen nnd die Dichte 
der Luft ebenso wie die des Wassers als konstant annehmen. 

Um uns zu ver<^ewissern, wie groß die Fehler sind, die durch 
Annahme der inkomprrssibilität der Luft bei verschiedenen Ge- 
schwindiffkeiten auftreten, diene nachstehende Tabelle. Diese ent- 
hält die dynamischen Drucke p^, das ist die Druckverminderung 
gemäß der Gleichung p=Pq — p^, die bei den verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten eintreten wflrde, wenn 

1. die Lntt inkompressibel wäre, 

2. einer Zustandsftnderung ohne Temperatnratisgleicb, 

3. einer Znstands&nderung mit völligem Temperatnrausgleich 
unterworfen wttrde, berechnet nach den ungekürzten Gleichnngen 21, 
22, 23. 



9 

in 

m/sk 


9i 


inkompressibel 


unter vollis:*>m 
Temperaturau^. •gleich 


adiabntiisch 


10 


612 


612 


612 


50 


15310 


15230 


15190 


100 


612ÖÜ 


59Ü40 


59410 


200 


245000 


224000 


217000 



Man sieht aus dieser 'rabelle, daß bei einer Geschwindi^ikeit 
von 100 m pro Bekunde die Annahme der Inkompressibilität der 
Luft in dem ungünstigsten Falle der adiabatischen Zustandsände- 
mng erst einen Fehler von ca. 3°/o bedingt; bei 200m Geschwin- 
digkeit beträgt die Abweichung etwa l^^j^ Bei noch größeren 

MartlflDMVD. Owtw. 3 
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Geschwindigkeiten nimmt der Fehler schnell zuj es kann folglicii 
bei Gesebwindigkeiten, wie sie von OeBchossen err^eht werden, 
die einfache Beziehung 21 swlschen Draek und Geschwindigkeit 
nicht benutzt werden. Es ergibt sich somit «ne wesentlicbe Ab> 
weiebnng der Lnftwiderstandsgesetse der Geschosse von denen, die 
in der Aviatik gelten. 

Zum Schlüsse dieses Kapitels sei noch auf eine besondere 
wichtifre Eigenschaft der Flüssijj^keiten hingewiesen, die direkt aus 
den Bewegungsgleicliungen 21 resp. 23 folgt. Nach densellicn be- 
wirkt die Bewegung der Flüssigkeit eine Druck Verminderung; an- 
dererseits wissen wir, dafi der innere Druck einer kontinuierlichen 
Fiflssigkeit stets eine positive GrOfie sein muB, da Jede Flfissigkeit 
, unter der Wbrknng negativer Drncke zerreißen mOAte. Daraus folgt, 
dafi es eine Grenzgeschwindigkeit gibt, die in einor kontinuier- 
lichen Flüssigkeit nicht überschritten werden kann. Wird demnach ein 
Teil der Flüssigkeit durch äußere Kräfte, z. B. durch entsprechend 
schnelle Bewegung eines festen Körpers in der Flüssigkeit mit 
größerer Geschwindigkeit als der Grenzgeschwindigkeit bewegt, so 
entstehen Hohlräume in der Flüssigkeit. Z. B. löst sich ein Wasser- 
strahl in Tropfen auf, sobald diese Grenzgeschwindigkeit erreicht 
ist; in einem grOfieren Wasserquantnm tritt in die Zwisehenrftome 
Luft ein, so daß wir eine Mischung von Luft und Wasser erhalten, 
die als Schaumbildung erscheint. Solange andererseits die Ge> 
schwindigkeit nicht durch Hufiere Kräfte, sondern durcli innere 
Druckdifferenzen veranlaßt wird, ergibt diese Überlegung, daß grö- 
ßere Geschwindigkeiten als die Grenzgeschwindigkeit nicht zustande 
kommen können. Dies führt uns zu der notwendigen Annahme 
von UnStetigkeiten der Geschwindigkeit und der Ausbildung soge- 
nannter Diskontinaitätsflächen, d. h. solcher Flächen, auf deren 
beiden Seiten die Geschwindigkeit um einen mdlichen Betrag ver- 
schieden ist, also einen Sprung erleidet. 

Die Höhe der Grenzgeschwindigkeit ist leicht anzugeben. Für 
inkompressible Flüssigkeiten wie Wasser ergibt die Gleichung 21 
fftr die Grenzgeschwindigkeit die Gleichung: 

An der Wasseroberfläche ist j[>Q der Atmosphärendruck, also 
SB 10* zu setzen; mit y^l erhalten wir dadurch 

10^ V2 = 1415 cm/sek 

oder 14,15 m pro Sekunde, resp. 61 km pro Stunde, d. L dne ver- 
hältnismäßig kleine Geschwindigkeit, die schon von schnellfahrenden 
Torpedoboote und Rennbooten überschritten wird. In größerer 
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Wassertiefe ist die Grenzgeschwindigkeit entsprechend holicr und 
erreicht in 30 m Wassertiefe den doppelten Betrag;. Wesentlich 
höher liegt die (xienzg-esehwindigkeit für Luft: da Avir bei der 
großen Geschwindigkeit adiabatische Zustandsänderung annehmen 
können, so liefert was die Gleichung 23 für die Grenzgeschwindig- 
keit die Beziehung 

1 X— 1 

hieraiM folgt, für den Atmo&phärendrack i^q^IO*, x«>= 1,405 und 
/o=» 0,001235$ g^asTSS m/sek, also eine Geschwindigkeit, die nur 
von den modernsten Geschossen 'überschritten wird. Es wird sich 
demnach hinter Geschossen, die eine Geschwindigkeit über 753 m 
besitzen, ein vollständiges Vakuum bilden. 

Das Vorhandensein der Grenzgef?eli\vindig-keiten bedeutet eine 
wesentliehe Einscliriinkung' der Gültigkeit unserer Bewegung's^lei- 
chungen; denn die^^e gelten nur für kontinuierliche iledien. Bei 
Überschreitung der Grenzgeschwindigkeit treten aber Diskontinui- 
täten auf, so daß die allgemeinen Bewcgungsgleichungen ungültig 
werden. Hierin liegt eine der Hauptschwierigkeiten der Berechnung 
des Luft- und Wasserwiderstandes. 



3* 



Sechstes £apitel. 

Der Widerstand von Engel nnd Platte in einer 

reibungslosen Flüssigkeit. 

Da der Druck, den ein Körper innerhalb einer bewegten Flüs* 
sigkeit erfährt, gleich dem Inneren Drucke der FlüBsigkeit in 
unmittelbarer Nllhe der Körperoberfliishe ist» so ist ersterer eben- 
falls durch die Gl. 21 gegeben, und der GesamtWiderstand «"gibt 
Bich durch Integration über die Körperoberfläche. 

Die Schwlerig-keit der Aufgabe liegt indessen darin, daß durch 
das Einbriugcu eines Korpers in eine gleichmäßige Strömnng diese 
selbst verändert wird vnul dadurch in der Nähe des Körpers eine 
andere Geschwindigkeit herrscht, als in großer Entfernung. 

Bringen wir z. B. (Fig. 12) 
j l eine dünne Platte von der 

g I Größe F in einen gleicbmftßi- 

l * y gen Lnftstrom mit der 6e- 

: l Bchwindigkeit V mit ihrer Eboie 

l * * senkrecht zu dem Luftstrome, 

^ *■ so ist CS klar, daß die Platte 

Fig. 12. den Luftstrom veiändert, da 

die Luft nicht durch die Platte 
hindurchströmen kann. In erster Annäherung können wir annehmen, 
daß die LuftgeBcbwindigkeit vor der Platte bis auf Null abnimmt; 
dann herrselit auf der Vorderseite der Platte der Atmospbftren- 
drnck pQ, Könnte die Luft hinter der Platte unendlich schnell 
wieder zusammenströmen, so würde sie auf der Süokseite der Platte 
wieder sofort die Geschwindigkeit 7 annehmen. Wir hatten dann 

nach GL 21 hinter der Platt den Druck — ^T^- ^ verbleibt 

somit in Richtung der Luftbewegung ein Überdruck ^yV^ gegen 
die Platte; da dieser an der ganzen Platte konstant ist, erhalten 
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wir deu Widerstand durch Multiplikation mit der Plattengrüiie F zu 



Dies ist die bekannte Newtonsche Widerstandstormel für eine 
senkrecht vom Winde getroffene Platte. Dieselbe gibt den Druck K 
in Dynen, wenn V in cm pro Sekunde, und F in qcm gemessen 
■wird. Wollen wir K im praktischen Maße erhalten, nho in kg: und 
drücken wir V in m pro Sekunden, F in qm aus, setzen wir ßchließ- 
lich für y seinen Wert 0,001225 ein, so erhalten wir 



Zu derselben Newtonsehen Formel führt uns folgende Über- 
legung: nehmen wir an, die Platte bewege sich mit der Ge- 
schwindigkeit V durch ruhende Luft, so muß sie der unmittelbar 
vor sieh befindenden Luft mindestens die Geschwindigkeit V er- 
teilen, da die Luft der Platte Platz machen muß. Die Luftmenge 
die in dieser Weise pro Sekunde in Bewegung zu setzen ist, ist 

Y'F'V, so daß sie pro Sekunde eine Energie ^ /^F>7* mit sich 

fortführt, die sie von der Platte zu bekommen hat. Es legt nun 
die Platte in der Sekunde den Weg 7 zurück, und wir müssen, da 
die aufgewendete Arbeit Kraft mal Weg ist, diese Energie durch 
Y dividieren, um die Kraft zu erhalten, die zur Bewegung der 
Platte aufgewandt werden muß; dies ei^lbt denselben W^ 



Diese Ableitung der Formel läßt deutlich erkennen, daß der Wider- 
stand veranlaßt ist durch die Energie, die dadurch aufgewandt 
werden muß, daß Luft aus der Umgebung der Platte dauernd in 
Bewegung gesetzt werden muß. 

Beide Ableitungen der Newtons^en Formel lassen indessm 
erkennen, daß diese nur annAhemd richtig sein kann; deinn da- 
durch, daß die Luft um die Platte herumfließen muß, um den Raum 
hinter der Platte wieder auszufüllen, kommt noch eine Geschwindig- 
keitskomponente in Richtung der Plattenebene hinzu und die mitt- 
lere Oesehwindigkeit in der Umgebung- wird eine andere, als wir 
annahmen; dies bewirkt, daß der Zahlenfaktor der Gl. 24a auf 
jeden Fall in Wirklichkeit ein etwas anderer ist, als unsere Kech- 
nung ergab. 

Ist die Form des Körpers, der bich iu der reibungslosen 
Flüssigkeit befindet, analytisch gegeben, so ist nach den Aus» 



m 



(24) 



JE 0,0624 F>J^ 



(84a) 



K^\yFy\ 
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führungen des Kapitels 4 auch die Strömung in der Umgebung 
des EörpwB eindeiiti§r bestimmt und mu£ sidb aas dem dort ab- 
geleiteten Gleieiiongssystem bestimmen lassen. Indessen bietet die 
LOsnng dines Gleichnngssystemes wesentliche mathematische Schwie- 
rigkeiten und ist nur für wenige einfache Körperformen bisher ge- 
lungen. Gefunden ist die Lösung z. 6. für eine Engel, die Ton 
einem Flfissif^keitsstrome g'etroffen wird, der in ^oßer Fntfornung 
von der Kugel parallel mit einer konstanten Geschwindigkeit V 
fließt. Wir haben in diesem Fall folgende Grenzbedingungen: 

Nehmen wir als Z-Achse die Strömungsrichtung, so muß in 
großer Entfernung von der Kugel « = 0, t; = 0, w «= 7 sein. Wählen 
wir ferner als Koordinatenanfang den Kngelmittelpnnkt, so ist die 
Gleichung der Engeloberflache: 

F = x-+t/-h^- — B- = 0. 

wo B der Kadius der Kugel ist. Daraus folgt, 

dF BF 
dx ' dy dz 

nnd ans der Oberflftchenbedingung 13: 

oF , dF , ^F ^ 
dx oy dz 

wird in unserem Falle: 

ux -\-vy -\- tt z 0 (25) 

Die Aufgabe besteht nun darin, ein Geschwindigkeitäpotenzial ip 
zu finden, das einerseits diesen Orenzbedingungen genügt, anderer- 
seits die Koutinuitätsgleichuüg erfüllt, die wenn wir w, v, w durch <p 
ausdrücken, lautet: 

Als eine solche Funktion fand sich: 



<p ■'(1 + ^)''. (26) 



WO »• — Vx* -\- -\- der Abstand eines Punktes x, y, z vom 
Kugclmittelpunkt ist. Um zn zeigen, daß die Funktion qf tatsach- 
lich allen gestellten Bedingungen entspricht, gewinnen wir zunächst 
tt, «, w aus p durch Differentiation nach a;, v, $t unter BerUcksioh« 

dr X dr y dr z 
tigung, daß^ = -, 3^ = -, g^ = - ist, und erhalten 
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d(p 3 „ 

£9? 3 



dg 2* 



Diese Gleichungen ergeben für sehr p:roßes r ohne weiteres 
u — O, v = 0, w = Vt so daß die Grenzbcdin;?ung für große Ent- 
fernung erfüllt ist. Zur Prüfung; der Oberflächen bedingung 25 
haben wir in den Ausdrücken für u, v, w r = K zu setzen, dann 
ergibt GL 89: 

eine Gleichung, die identisch erfüllt wird, wenn man berücksichtigt, 
daß für die Kugeloberfläche -f + = J8«. Schließlich tlber- 
sengt man Bich ebenso leicht durch Differentiation der Ausdrücke 
%, V, w daß sie audi der Kontinuxtatsgleichung genügen. 

Um nun die Drucke g^^ die Kug^ zu finden, müssen wir 
die Geschwindigkeit an der Kugäob^'ffiLehe beredinen. Die Kom- 
ponenten Vjgt Vft» ^ finden wir, wenn wir r=^E setzen und et' 
halten: 

3x2^ _ S VI ^^vJ 

•*»^~ 2 R"' • 2 ' 2 Ä- ^ ~ 2 • 

Alis diesen Komponenten crgil)! sich die resultierende Ge- 
schwindigkeit für Punkte der Kugelobcrfläche 

«.*-V + -»' + «.^=^i''(i-;|)- 
Die Gl. 21 gibt uns dann den Druck zu; 

j'i^jpo— |yfl*'=jPo-|y^'(i-^)- • . . (27) 

Die resultierende Kraft, die die strömende Flüssigkeit auf die 
Kugel ausübt, muß schon aus Öymmetriegründen in Richtung der 
^- Achse liegen, und Avir erhalten sie, wenn wir von diesen Drucken, 
die überall seukreciit zur Kugeloberiläche stehen, die Kompo- 
nmten in Biebtung der ^'-Ächse bilden und über die Kugelober- 
flftche integrieren. 

Zu diesem Zwecke teilen wir die Kugeloberfläcbe dnrch Farallel- 
kreise in BingfifUshen sankrecht zur Z-Achse yon d«r Breite de ein 
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(Fig. 13). Auf jeder derartigen RiDgfläclie schließt überall der Druck 
p mit der Z- Achse denselben Winkel ^ ein, 00 daß die Kom- 

poneDte in Richtung der Z-Achse 
j»]kC08^ ist. Nun folgt aber ans 
der Figur: 

cos =5s ^ 

und folglich 

= — V ^d«. 

Die FIAche dF eines Oberflächen- 
ringes mit dem Zentriwinkel er* 
gibt eich daraus zu 




Fig. 13, 



dF=27tyiP — z*-ds=2nRäg. 

Als Ocsamtkratt in Richtung der ^- Achse gegen die £.ugel er- 
halten wir somit 

— R — Ä 

und wenn wir den oben gefundenen Wert für eineetzen 



+ R +R 



(28) 



Hier ist aber jedes der beiden Integrale Null, da sie beim 
Einsetzen der oberen und unteren Grenze denselben Wert an- 
nehmen. 

Wir kommen somit zu dem überraschenden Resultat, 
daA in einer idealen, strömenden FlüBsigkeit auf eine Kugel 
keine Kraft ausgeübt wird, ein Resultat, das der Beobachtung in 
^n^ wahren Flttesigkeit direkt widerspricht Müßte doch, wenn das 
Resultat auf eine wahre Flüssigkeit übertragbar wäre, eine Kugel in 
einer solchen ohne Kraftanstrengung beliebig schnell bewegt werden 
können, wenigstens so lange, als die im vorigen Kapitel festgelegten 
Geschwindigkeitsgrenzen an keinem Punkte überschritten werden. 
Dies seltsame Resultat wird dadurch hervorgerufen, daß sich das 
Strümuiigöbild vor und hinter der Kugel vollkommen gleicht ; 
denn der Ausdruck für q gibt für negative und positive 
Werte von g dass^be Resultat. In Fig. 14 ist das StrOmnngs- 
bild dargestellt: die Stromlinien wichen der Kugel aus und 
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drängen sich an den Punkten des größten Umfan^es am meisten 
zusammen, nm hinter der Kugel wieder dieselbe Verteilung wie vor 
ihr auzuiichuien. Die 
Gesebwindi^keit der 
FlflBBi^keit ist an den 
Paukten 0 und B Null 
und erreicht an den 
Punkten A und resp. 
an dem Umfange .4 B 
den Maximalwert von 

1'. Im übrigen 
schmiegt sich die Strö- 
mung der Kugelober- 
flftcbe vollst&ndig an, und die Drucke der Flüssigkeit vor der Mit* 
telzone AB werden durch gleiche Bracke hinter ihr aufgehoben. 

Das gleiche Resultat wftrden wir erhalten, wenn wir die Kugel 
in einer rahenden Flüssigkeit bewegt denken. Die Kugel mofi 
zwar fortfi^esetzt Enorg-io anfwenden, um die vor ihr befindliche 
Flüssigkeit in Bewfganjt;^ zu setzen; — diese pbt indessen, indem 
sie um die Kugel herumfließt, ihre gesamte Bewegungsenergie an 
die Kücktseiie der Kugel wieder ab. 

Wählen wir als umströmten Körper keine Kugel, sondern irgend- 
eine andere symmetrische Kürperform, z. B. ein Elipsoid, so ist 
ohne nähere Beebnung einleuchtend, da0 wir auch dann stets 
ein symmetrisches Strümungsbild und demnach keinen 
Widerstand bekommen müssen. 

Aus dem Widerspruch dieses theoretischen Resultates mit der 
Beobachtung geht hervor, daß unsere Annahme, die Luft oder das 
Wasser als reibungslose Flüssigkeit anzusehen, unhaltbar ist, und 
wir zur Bestimmung des Widerstandes die Reibung" in der Flüssig- 
keit, sowie diejenige des festen Körpers gegen die Flüssigkeit be- 
rücksichtigen müssen. Wie diese Reibung das Strümungsbild vei^ 
ändert und dadurch den Widerstand eines symmetrischen Körpers 
veranlaftt, soll im nächsten Kapitel gezeigt werden. 

Etwas günstiger sind die Resultate, die die Bewegungs- 
gleichungen einer idealen Flüssigk^t für den Widerstand einer 
ebenen Platte erg-eben. 

Betrachten wir eine Flüche F, die senkrecht gegen einen Fltts- 
sigkeitsstrom mit der Geschwindigkeit F g:estcllt ist (Fig. 15), so ist 
klar, daiS die Flüssigkeit in Richtung der Tlattenebene plötzlich 
eine unendlich gro5e Gesehwindigkeitskomponente abo auch eine 
unendlich grode Beschleunigung annehmen müßtCi um die Rück- 
seite der Platte zu umspülen. Da aber die mOglidien Gesehwin- 




Fig. 14. 
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digkeiten begrenzt sind, so wird eine ünispülnng der Platte nicht 
eiatreteu, und auf der Rückseite keine Strömung vorlianden sein. 

Tat^ebUoh beobaelitet 
man auch einen glocken- 
förmigen Hohlraum hinter 
derFlftche, wenn ein Was* 
serstrahl die Fläche trifft. 
Kirchhoff und Lord 
Raleigh nehmen nun an, 
daß au diesem Strömung's- 
bild nichts geändert wird, 
wenn die Platte ganz in 
Flflsslgk^t eintaucht: d. h. 
in dem Räume H bldbt 
die Flüssigkeit in Ruhe. 
Wir erhalten dadurch an 
der Grenze von II eine 
Mantelfläche AlJBC, an der die Geschwindigkeit einen Sprung 
erleidet; demnach ist die Mantelfläche eine Diskontinuitfltsfläche in 
der Flüssigkeit, die sich von der Platte aus bis in die Uucndlich- 
keit erstreckt. Es mufi nun in dem Räume H überall derselbe 
Druck harschen, da Druckdiff^nzen Bewegung verursachen 
wttrden, und dieser Druck mufi derselbe sein» der an der Diskonti' 
nnitätsflttche herrsoht, da sonst Fitlssigkeit in den Raum hinein- 
strömen würde. An der Diskontinuitätsfläche haben wir aber in 
großer Entfernung von der Platte die Geschwindigkeit 7, mithin 
den Druck — ^yV^' IJifo!<jfedessen herrscht der^elV.p Drnck an 
der ganzen Diskontinoitätslläche, also auch in dem Räume H, so 

Vor der Fläche ist im Mittelpunkte O auf jeden Fall die Ge- 
schwindigkeit Null, also haben wir hier den Druck p^^. Nach den 
Kanten Ä und B hin nimmt die Geschwindigkeit allmllhUch zu, so 
dafl der mitdere Druck vor der Fläche ein wenig kleiner als p^ 

ausfällt. Es ist nun Eirchhoff und Lord Raleigb gelungen, das 
Geschwindigkeitspotential für die Strömung und somit die Druck- 
verteilung vor der Platte zu finden, wenn diese die Form eines 
langgestreckten Kechiecks hat. Die Rechnung, auf die hier nicht 
näher eingegangen werden kann, ergibt dann als Gesamtkraft der 
strömenden Flüssigkeit gegen die Fläche 

K=^^^rV* T^O,UOyr*JE' . . . (29) 

Diese Lord Raleighsche Fbrmel unterscheidet sich Ton der 




Fig. 15. 
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Newtoiischen nur dadurch, daß an Stelle des Faktors 0,5 der Faktor 
0,44 stellt, entsprechend der Berücksichtigung der geringen Strömung 
vor der Platte. 




Fig. 16. 

In ähnlicher Weise ht es Lord Ralcigh gelungen, den Wider- 
stand einer schräg gegen dtn Strom gestellten Platte zu berechnen. 
Bezeichnet a den Neip^ungswinkel der Platte gegen den Flüssigkeits- 
strom (Fig. 16}, ao ist nach Lord Raleigh der Widerstand einer 
Platte in der Form eines langgestreckten Bechteeks (lange Seite 
senkrecht zar StrOmnng), gegehen durch die Gleichung 

v-f*^'V^yF«.F (30) 

Ist hier der Winkel <i nur klein, so wird der Neuner nahezu 
unabhängig von a, und man erhält angenähert 



Ä=~y F^JPsina (30a} 



also Proportionalität mit dem Sinus des Winkels a, resp. dem 
Winkel a selbst. 

Der Dmckmittelpnnkt M liegt an dem Pnnkte, wo sich die 
StrOmnng teilt; er ist aus der Plattenmitte gegen die Vorderkante 
bin v^schoben nm eine Strecke x, für die Lord Baleigh fand 

3 cos« 

wenn h die ganze Breite der Platte ist; als Grenzwert für sehr 
kleines a ergibt sich x = -^b, also eine Verschiebung um nicht 
ganz ein Viertel der Plattenbreite gegen die der Strömung zuge- 
kehrte Kante bin. 

Zn einer wesentlich anderen Abb&ngigkeit des Widerstandes 
vom Neigungswinkel ttthrt folgende Betrachtungsweise: bewegt sich 
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die Platte (Fi^^ 17) in der Sekunde von AB nach CD, so ist ilC = 
£i) = F, und das pro Sekunde in Bewegung zu setzende Luftqnan- 
tum yVF&inai Luft wird aber niclit in Kiclitung von AO in 

Bewegung gesetzt, sondwn senkreelit zur 
Platte in Richtung von ÄE und braueht dem- 
nach, nm der Platte auszuweichen, nur eine Ge- 
Bchwtndigk^t FBina anzunehmen. Folglieh 
ist die pro Sekunde von der Luft fortgeführte 
Energie |}'V'i''sin«-r- sin-rr. Der Widerstand 
K steht senkrecht auf AB, fällt also in lücii- 
tung von AE; folprlich ist zur Überwindung 
des Widerstandesi A' in Richtung A C pro Se- 
kunde eine Arbeit £Fsina zu leisten. Durch Gleichsetzen der za 
leistenden Arb^t und der fortgefttfarten Energie bekommt man 

K=-iyr'Fsm'a (32) 

Diese Widerstandsforniel rührt von Newton her und gibt dem- 
nach eine quadratische Abhängigkeit des Widerstandes vom Neigungs- 
^vinkel; sie wurde lange Zeit als j^ültig angesehen, gilt heute aber 
als verworfen, da sie in keiner \Vt'!se mit den Tatsachen tiber- 
einstimmt. Sie würde Gültigkeit haben, wenn die Teilung des 
Flüssigkeitsstromes nicht, wie in Fig. 16, an einem Punkte auf 
der Platte, sondern an der Vorderkante der Platte stattfände. Wir 
h&tten dann vor der Platte überall die Flüssigkeitsgeschwindigkeit 
7cosa, da die Normalkomponente Null sein muß, also einen Druck 
p^=sjp^— r- cos'-«; hinter der Platte herrscht ebenso wie bei 
der senkrecht jxetroffenen Platte der Druck P;,=J?„ — If^^- Die 
Differenz beider Drucke er^^ibt p-=^- \ yV- wirret, also die quadratische 
Abhängigkeit vom Neigungswinkel. Die Beobachtung zeiget indessen, 
daß eine Teilung des Flüssigkeitsstromes an der Vorderkante nicht 
stattfindet, also die Newtonsche Formel nicht zutreffend sein kann. 

Aber auch die Lord Raleighsche Formel gibt merklich kleinere 
Werte als die Beobachtung. iDies scheint in erster Linie daran zu 
liegen, daß die Versuchsbedingungen in einem wesentlichen Punkte 
von der theoretischen Annahme abweichen. 

Das Strömung^sbild, Fig. 16, ist nur dann zutreffend, wenn 
Vorder- und Ilinterkante der Fläche F vollkommen scharf sind. 
Ist dagegen, wie in Fig". 18, die vordere Kante B nur ein 
wenig abgerundet, so hat die r-Komponente der Geschwindigkeit 
Zeit, auch ohne unendlich große Beschleunigung, also unter der 
Wirkung des maximal möglichen Atmosphttrendruekes, sich so schnell 
zu entwickeln, dafi eine Umspülung der hinteren Plattenseite statt- 
finden kann. W&hrend also an dar hinteren, der Strömung abge» 



s 
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kehrten Kante das Strömungsbiid, Fig'. 16, besteheu bleibt, haben 
wir an der der Strömung: zugekehrten Kante ein wesentlich anderes 
Bild, entsprechend etwa der Fig;. 18. Wir erhalten dadurch im Gegen- 
satz zu i lg. 16 auf beiden Seiten der Platte eine Potentialströmung. 
Diese unteneheidet sich indessen wesentlich von der Potential- 



> 

>- 

, > 

> 
>- 

Strömung, Fig. 19^). die sich durch Aufstellung des Geschwindig- 
keitspotentiales aus den Eulerschen Gleichungen für den Fall einer 
geneigten Platte ergibt, wenn die physikalische Unmöglichkeit einer 
unendlichen Beschleunigung im Punkte Ä nicht berflcksichtigt wird. 
Wir haben nAmlieh in dem StrOmungsbild, Fig. 18, in der Fläche 
A — C eine Diakontinuitatsfläche, die lüer die ganze Strömung auf- 
schneidet. 




Fig. 19. ' " 



£s durfte möglich sein, das Potential der Strömung gemäß 
Fig. 18 zu berechnra und dadurch einen mathematischen Aus- 
druck für den Widerstand A' in diesem Falle zu gewinnen. Ohne 
Rpchnmig: erkennt man bereits, daß der Druck A' in Fi^. 18 im 
(ie^Hiiisaiz zu Fig. 19 einen positiven Wert hat, indem die Flüssig- 
keit vor der Platte um den Punkt O lierum völlig zur Ruhe 
küuiiut, ebenso wie in Fig. lü, dagegen hinter der Platte überall 
starke Geschwindigkeit besitzt. Da sich auf jeden Fall bei B in 

') Das Bild ist* dem Lehrbuch der Hydrodynamik von H. L&mb ent* 

nommon. 
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Fig. 18 eine wescntlicii erhöhte Geschwindigkeit ausbildet und diese 
auch in der NJlhe von J5 hinter der Platte herrscht, ist ferner klar, 
daü der \Vidert>iHud bei dem Strümuiigsbild Fig. iö großer ist, wie 
dw bei dem Bilde Fig. 16. Welehes Strombild entstellt, hfingt in 
einer reibungslosen Flüssigkeit von der Abrandung der der StrOmong 
zugekebrten Kante ab; indessen wird bei geringem Winkel eine 
weniger starke Yerrandang notwendig sein ztir Erlangung des Strom* 
büdes Fig. 18, als bei einem größeren Neigungswinkel. 

Aus dem Strömung-sbild für die Platte geht hervor, daß wir 
bei ihr hi r.iner reibungslosen Flüssigkeit im Oep^ensatz zu der Ku^el 
nur dadurch zu eineui endlichen Widerstand gelangen, daß bich die 
Strömung nicht der Hinterfläche ansclimiegt und das Ötrömungsbild 
auf beiden Seiten der Platte verschieden aussieht. Veranlassung 
fOr diese Unsymmetrie sind die Plattenkanten, die die Flflssigkeit 
nicht umströmen kann, da sie hi«rza unendlich grofie Beschleunigung 
annehmen müßte. Wir können hieraus schließen, daß bei jeder 
Körperform mit scharfen Kanten ein unsymmetrisches Slrömungsbild 
entstehen muß, und demnach ein solcher Körper stets einen größeren 
Widerstand haben wird, als einer mit ^i\t aht^erundeten Konturen. 

Auf die Berechnung der Strömung einer reibungslosen Flüssig- 
keit um andere Kürperformeu als Kugel und Platte soll hier nicht 
näher eingegangen werden, da die betrachteten zwei Fälle bereits 
die charaktistischen Eigenschaften der Strömung erkennen lasisen, 
eine direkte Berechnung des Widostandes in einer natttrliehen 
Flüssigkeit aber doch nicht aus diesen Strömungsbildem möglieh ist. 

Von Wichtigkeit für die Aviatik ist indessen das Verhalten 
gew^ölbter Flächen; dieses erklärt sich im Prinzip aus den Be- 
wegungsgleichnngen einer reibungslosen Flüssigkeit. 

Haben wir eine ebene 
Platte von verschwindend 




kleiner Dicke parallel zur 
strömenden Flüssigkeit, so 
ist deren Widerstand Null. 



•gig. 20. Ist die Fläche indessen ge- 

wölbt (Fig. 20) und lie^'t die 
Sehne * parallel zur Strömung V, so entsteht trotzdem ein Druck P 
senkrecht znr strömenden Flüssigkeit; denn die Flüssigkeit muß 
sich, nm die Platte zu umströmen, oberhalb dieser zusammen- 
drängen, also beschleunigt werden; dagegen diverf^ieren unterhalb 
der Platte die Stromlinien und die Strömung wird verlangsamt. 
Dies bedeutet aber eine Druckverminderung oberhalb der Platte und 
eine Druckvermehrung unterhalb der Platte, so daß ein resultiere* 
der Druck P, nach der konvexen Seite der Platte hin, entsteht. 
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Ist die Platte kugeifürmig gekrümmt, so können wir durch 
folgende Überlegung die Größe der Druckkraft K senkrecht zu V 
bekommen. Sehen wir von den Diskontinuitäten, die die kreis- 
förmige Unterkante ^J? der Flüche erzeugt, ab, so maß die Ge- 
BchwindigkeitsverteUnng oberlialb der Fläche nach denselben Ge- 
Betzen erfolgen, wie bei der VoUkngel, da ja die Grenzbedingnngen 
dieselben sind; nur müssen wir berücksichtigen, dafi unmittelbar 
vor dem Punkte A die Geschwindigkeit V herrschen muß. Wir er- 
halten dadurch als Geschwindigkeit an der Oberseite der Fläche 

wenn wir wieder die Strömnngsrichtang als Z- Achse und den Punkt 0 
als Eoordinatenaofang wühlen; ist die Entfernung .10» 4- 't elso 

der Kadius der Vertikalprojektion, und R ist dw Erümmungsradios 
der Fläche. Wir haben demnach in Kichtung von P eine dyna- 
mische Druckkraft Kp die aus dieser GeschwindigkeitSTerteilung 
resultiert ^ 

wenn ä F ein Element der Flache und # der Neigungswinkel der- 
selben gegen P ist. Die Auswertung des Integrals ergibt 

Hier ist ti z^f = F die Projektion der Fläche, die wir bei kleiner 
Krümmung der Fläche selbst gleichsetzen können, und folglich 
— \y^^o^^ dßi' dynamische Druck, der von einer g:leichmäßif^en 
Geschwindip^keit V herrühren würde. Also gibt der zweite Summand 
in die Druckkraftverminderung, die dui'ch die Geschwindig'keits- 
zunahme oberhalb der Fläche verursacht wird. Unterhalb der 
Fläche haben wir dieselbe Geschwindigkeitsabnahme und demnach 
dieselbe Dmokkraftvermehrung ; somit gibt dw doppelte Wert des 
zweiten Summanden die resultierende Kraft gegen die Fläche und 

wir erhalten ^ « 

1 V 



K^~yFV' 



drücken wir jetzt noch den Krümmungsradius B durcli die Länge 
des Krümmungspfeües f aus, so ist, solange /' klein gegen s, das 

Erttmmungsyerhältnis — also klein gegen Eins ist, 
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und man erhält 

K^SyV^Fl^^J. ....... (32) 

Ist die Fläche nicht kugfelfüruiig, sondern zylindrisch gekrümmt 
mit der Zylinderachse senkrecht zu V, so erhält man durch die- 
selbe Betrachtungsweise, wenn man von dem Geschwindigkeits- 
potential einer Sirümuiig ausgeht, die einen Zylinder umströmt, die 
Gleichung 

Ä = 32y7«^^^y (33) 

Biese Formeln stimmen der Gröfienordnung nach mit den Ver- 
sttchBergebnissen ftberein. Eine genaue Überdnstimmnng kann von 
ihnen nicht erwartet werden, da einmal Vennchstlftchen nicht nn^ 
endlich dttnn hergestellt werden können, anderersdta die Störung 
der Kanten unberückBlehtigt g-eblieben ist. 

Ist die gekrümmte Fläche außerdem gegen die Geschwindig- 
keit V geneigt, so kommt noch eine aus der Neigung resnltie- 
rendc Kraftkomponente zu K hinzu, und man erkennt, daß bei 
kh'inen Neigungswinkeln die Druckkräfte gegen gewölbte Flächen 
wesentlicli größer sind, als gegen ebene Flächen. Stehen dagegen 
die gewölbten Flächen senkrecht gegen den Flüsaigkeitsstrom, so 
kann das StrOmungsbild nicht wesentlich anders ausfallen, wie bei 
ebenen Flächen; folglich ist in diesem Falle durch Krümmung der 
Flächen keine grofie Drückzunahme zu erzielen. 
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Die Wirkung der inneren Reibung eines 

Flüssigkeit 

Wie wir gesehen haben, entsprechen die Gesetze des Wider- 
standes eines KOrpers in einer idealen Flüssigkeit teUweise nicht 
den Beobachtungen des Widerstandes in Luft und Wasser; daraus 
müssen wir schließen, dafi es auf Jeden Fall für Luft und Wasser 

unzulässig ist, die innere Reibung zu vernachlässigen, wie wir es 

bei der Ableitung der Eulerschen Gleichungen getan haben; denn 
dies ist die einzigt^ VeriiachlSssig'nng', rtio wir ohne näliere Prüfung 
vornahmen. Wir worden daher in dies(Mn Kaiiitol /,u untersuchen 
haljen, waruin die innere lieibung trotz ihrer Kleinheit eine wesent- 
liche Abänderung der Widerstandsgesetze herbeiführt. 

Die innere Reibung einer Flüssigkeit ist der Ausdruck dafür, 
daß die Flttssigkeitsteilcben Formveränderungen einen Widerstand 
entgegensetzen*» ihre Gr9ße wird gemessen durch den Reibungs- 
koeffizienten fA, Die Bedeutung dieses Koeffizienten erhellt am besten 
aus der sogenannten „Laminar^-Bewegung einer Flüssigkeit: 
wir nehmen an, unsere Flüssigkeit bewege sich in Schichten paralld 
znr XZ-Ebene so zwar, daß in jeder Schicht mit demselben Ab- 
stände y von dieser Ebene konstante Geschwindi^'-keit lierrscht, 
während in den verschiedenen Schichten die ftesehwindif^keit ver- 
schieden sein möge. Die Richtung der Gescliw iudigkeit wälden wir 
als X-Achse und bezeichnen sie mit «. Es ist dann v = w = Null 

du du du 
und ferner ^ = r— = 0, während — einen endlichen variablen 

Wert besitzt. Die verschiedenen Schichten gleiten somit wegen 
ihrer verschiedenen Geschwindigkeit aneinander vorüber und üben 
aneinander Reibung" ans. Dieser Reibungswidei*stand, der auf die 
langsamere Schicht be8chk-iini>4<'nd, auf die sehnellere Schicht ver- 
zögernd wirkt, ist naeh Newton dem Gesciiwindigkeitsuntersehied 
der reibenden Schiciiien und deren Größe proportional, dagegen 
Martlentten, Geietze. 4 
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umgekehrt proportional dem Abstände derselben voneinander. Ist 

demnach der Opschwindigkoitsunterschied Au nnd der Abstand Jy 
und die Größe der Fiäche i*'» so ist die Reibung gegeben durch 
die Gleichung 



wo der Proportionnlitütsfaktor tt der Koeffizient der inneren Reibung^ 
ist und von den Eigenschaften der Flüsaigkeit abhängt. 

Die Gleichung' 34 ist zunächst ein willkürlich angenommenes 
GesetiJ. Die Annahme der Proportionalität der Keibungrskraft um- 
gekehrt mit dem Abstände der reibenden Öcliichten muß sogar 
widei snuay ^uiieinen, wenn die Schichten völlig eben sind, da dann 
der Abstand zweier benachbarter Schiebten Null ist. Stellen wir 
nns aber gemftfi der kinetischen Gastheorie vor, dafl die Molefcaie 
der Flüssigkeit in fortdauernder Bewegung sind und demnach auch 
eine Bewegnngskomponente senkrecht zur Schicht haben, so tritt 
schon gegenseitige Berührung der Moleküle ein, wenn die Schichten 
einen wenn auch nur kleinen mittleren Abstand voneinander haben ; 
und in dieser Anffassunj;- ist es zulässig, in einer Flüssigkeit von 
einem Al)standc l)enachbarter Schichten zu sprechen. Es werden 
dann die Moleküle der langsameren Schicht, sobald sie mit denen 
der schnelleren zusammenstoßen, Bewegungsenergie empfangen, also 
beschleunigt werden, dagegen die Molekfile der schnelleren Schicht 
beim Zusammenstoß Bew^ungsenergie abgeben und verzögert wer- 
den. Dies bedeutet die Wirkung einer Kraft zwischen beiden 
Schichten, die eben als Reibung bezeichnet wird. Berechnet man 
diese Kraft nach den Regeln der kinetischen Gastheorie fflr ein 
Gas, so wird man zu derselben Gleichung 84 geführt, wenn man 
für den Heibuugskoeffizienten /ji dcu Wert einsetzt 



wo c die mittlere Geschwindigkeit und A die mittlere Weglänge 
der Moleküle des Gascij mißt. 

Nehmen wir im Gegensalz zur kinetischen Gastheorie an, unsere 
Flüssigkeit erlüUe stetig den Raum wie bisher, so wird der Abstand 
benachbarter Schichten unendlich klein, und wir haben an Stelle 

des Quotienten ^ den Diflerentialquotienten — zu schreiben und 

erhalten somit die Gleichung für die Reibung 




(34) 




(34a) 
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es ist demnach die Reibung dem Gesehwindigkeitsgefftlle senkrecht 
zur Geschwindigkeit proportional. 

Der experimentelle Beweis des Ansatzes 34 resp. 34 a ergibt 
sieh aus der Strömungsgeschwindigkeit, die in Kapillarröhren be- 
obachtet wird und die genau dem Poiseuilieschen Gesetze entspricht, 
das sich aus diesem Aiisat/.c einwandsfrei herleiten läßt. Dor Rei- 
bungs- oder Zähigkeitskoel'fizient ist eine kleine Zahl; für Wasser 
ist /* = 0,0178, für Luft 0,000170 bei Null Grad Geis. Er ist stark 
von der Temperatur abhängig, aber nicht von der Dichte. Der 

Quotient - ^ r wird der kincmaiisciie Keibungskoeffizient genannt, 

und es ist für Wasser ca. 1» = 0,018, für Luft 0,13 bei Null Grad 

Geis, und 760 mm Barometerstand. 

Bei einer endlichen inneren Reibung einer Flüssigkeit können 
wir ferner nicht mehr die Reibung der Flüssigkeit ^,'etjen feste 
Körper außer acht lassen, sondern auch diese wird anf das .Strü- 
mungsbild von Einfluß werden. Die Beobachtung zeigt nun, daü 
diese Reibung auf alle Fftlle sehr viel mal gr5£er ist, als die zweier 
benachbarter Flttssigkeitsscbichten gegeneinander und dadurch prak- 
tisch als unendlich grofi angesehen werden kann. Dies bedingt» daß 
die Flüssigkeitsteilchen, die mit der Oberfläche des eingetauchte 
Orpers in direkter Berührung stehen, keine relative Geschwindigkeit 
gegen die ObertiUchc annehmen können. Wir haben demnach al^j 
Grenzbedingang einer reil)enden Strömenden Flüssigkeit für die Ober- 
fläche ruhender fester Körper 

u — Of v^Ot w — 0 (36) 

Hieraus folgt weiter, daß die Geschwindigkeit in der Nfthe 
der KOrpOToberfl&ehe mit der Entfernung schnell zunehmen muß, 
also- ein starkes Geschwindigkeitsgefälle auftritt. Folglich wird 
in der Nähe der Oberfläche trotz der Kleinheit des Koeffizienten /i 

nach Gleichung 34 a eine merkliche Reibungskraft geweckt, so daß 
es unznliissig wilre, sie zu vernai-lilässigen. Wir seilen also, daß nn- 
sere Eulerschen Gleichungen gerade in der Nähe der OberfUiclie 
kein richtiges Stromungsbild ergeben können. Vielmehr müssen 
wir zur Darstellung der wahren Strömung die Bewegungsglei- 
chungen unter Berücksichtigung der Beibungskifl.fte aufstellen. 

Hierbei mttssen wir uns zunächst klarmachen, daß jetzt der 
Gesamtdruck auf jede Fläche in der Flüssigkeit nicht mehr normal 
zur Fläche gerichtet ist und zweitens, daß der Druck von der Bich* 
tung der Fläche innerhalb der Flüssigkeit abhängen wird. Bezeichnet 
man mit p^^. 7?^, . p^^ die Druckkomponenten in Richtung der 
Koordinatenachsen gegen eine senkrecht zur iC- Achse liegende Fläche 

4* 
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und analog mit i»^,, p^^, jj^,; p^^, p^^ die Druckkomponenten 

gegen Flächen senkrecht zur 1- und 1?-Achse, so sind j^^^,, p^^^ 
die Kormaldrucke auf die drei Flächen, während die Komponenten 

Pxu' P^:'' J'y-t' Py:' i^-y '^''^ Tangcntialspanniui^cn an den drei 
Flächen sind. An der Fläche BCGF (Fig. 21) wirkt z. B. in Kich- 
tung der A- Achse eine Tangentialspannung p,^; an der unendlich 
benachbarten Flüche AD HE unseres unendlich kleinen rarallelo- 

pipedons kann die Spannung nicht nm 
£ H einen endlichen Wert verändert sdn, wir 

haben also hier dieselbe Spannung, aber 
entsprechend der Natur der Reibungskräfte 
in entgegengesetzter Richtung; beide Span- 
nungen zusammen erpfcben ein Drehmoment 
auf das Parallelopipedon mit dem Hehelarm 
ß dx C dz, dessen Grüße dM=p^^dxdydz, also 

Fig. 21. klein von dritter Ordnung ist. Dieses würde 

das Tarallelopipedon in unendlich schnelle 
Rotation versetzen, da dessen Trägheitsmoment klein von fOnfter Ord- 
nung ist. Da dies nicht möglich ist, so müssen notwendigerwdse an 
den Seiten BiUTjPund CDHG Spannungskräfte wirken, die ein glei- 
ches, aber entgegengesetzt gerichtetes Drehmoment hervorrufen. Dies 
erfordert aber, daß die Spannongskräfte selbst gleich sind, also 

Pix — P.r: f'^'»"^ analog findet man Pyx—Pxy P.y—Pyt' Dem- 
nach existieren nur drei unabhängige Tangentialkräfte p^^, p^^, p^^. 

Nach den RejCfeln der Elastizitätstheorie, auf die hier nicht näher 
eingeganpfen werden kann nnd die auf Flüssigkeiten, eljenso wie 
auf feste Körper anwendl:>ar sind, gelten ferner folgende Sätze: 

An jedem Punkte der Flüssigkeit gibt es drei aufeinander senk- 
rechte Flüchen, an denen keine Tangentialkräfte wirken, auf die 
demnach auch bei beliebigen Itcibungskräften der Druck immer 
senkrecht steht, wie in einer reibungslosen Flüssigkeit. Die Dnicke 
auf diese Flächen seien p^, p.^, p.^^ dann gilt unabhängig von der 
Lage der Koordinatenachsen: 

i^»« +Pvy +Pm, =Pi +Pi -TPi = ^Pi 

es ist demnach der mit p bezeichnete Mittelwert der drei Normal* 
drucke für jede I^age der Koordinatenachsen derselbe und eine be- 
stimmte Funktion des Ortes. 

Denken wir uns ferner in der Flüssigkeit an dem Punkte x, y, 
? außer unserem Parallelopipedon eine Fläche in beliebiger Kieh- 
tung konstruiert, deren Xornuile n die Winkel fjix), (rnj). {■»:) mit 
den Koordinatenachsen bilden möge, so sind die drei Druckkom- 
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ponenten p^^t p^^, p^, gegen diese Fi&elie gegeben dnrch die Olei* 
chungen: 

Pnt'^P»»^^ i^^) -^Pyx COS {ny) -]-p,^COS f« ~) ' 
J»«»=^l».»<«>8(»«)+J',„c<>s(«»)+A,r«o»M • (3«) 
PnM = J»*, COS H-J»,, COS («y) + j»„ cos (n*) , 

Ist die Fläche die Obeifläcbe eines festen Körpers innerhalb 
einer Flüssigkeit, so gelten naturgemftS diese Beziehnngen auch für 
die Obwtlicbe. Zur Berechnung des Druckes der Flftssigkeit auf 

die Oberfläche unseres Körpers in einer bestimmten Richtung, z. B. 
in der A^- Achse müssen somit außer dem Normaldruck der 
Flüssigkeit für diese Richtung auch noch die zwei entsprechenden 

Tangentialdmcke bekannt sein. 

Schließlich ergeben sich die Werte p^^ . . . unter Berücksichti- 
gung des Autjatzcis 34 a aub folgenden sechs Gleichungen. 



dv 

dw 
dz 



(dw , dv\ 



d'^Xdx'^du^ dz) 



dy 

S^\dx^ dy~ dzJ 



(37) 



Berücksichtigen wir nun wieder, dafi auf unser Parallelopipedon 
in Richtung der X-Achse auf Seite ABFE der Normaldruck p^^, 

auf Seite DCQH der Normaldruck p^^ -(- dx in entgegen« 

VW 



gesetzter Kichtung wirkt, also zusammen der Normaldruck 



dx 



und ganz analog auf Seite BCOF der Tangentialdruck p,^ 
und auf Seite ÄDHE in entgegengesetztem Sinne der 

Tangentialdruck Ptx'\~^^^'^* also zusammen der Tangentialdruek 



dz 



dz, und schließlich ebenso auf das Seitenpaar ABCD und 
BFQH der Tangentialdruck — dy^ und setzen wir ebenso, wie 
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T)ri in Ableitung der Ealerscben Gleichungen die Beschleimigiuigeii 

des Wasserteilchens den pro Masseneinheit wirkenden Kräften gleich, 
so erhält man unter Berücksichtigung der Beziehung 37 die erste 
Gleichung des folgenden Gleichungsystemes, das zuerst von Stokes^) 
aufgestellt wurde: 

du du . du . du „ '^dp , , , l udS 



(38) 



dt ' dx ' dy ' dg ydx ^ y * B y dx 

9v , dv , dv . Sv „ Idp , n , . ludB 

dto cw dw dw „ Idp . fi . . luBB 

äT + " ^ + " + " äl = - 7 8i + 7 " + 8 7 17 j 

Hier bedeutet: 

während für Av und Aw entsprechende Ausdrücke zu setzen 
sind, und 

^ du . dv . dw 

ist. 

Ist die Flüssigkeit inkompressibel, so ist B = 0, und die letzten 
Glieder auf der rechten Seite der Gl. 38 fallen fort. Ist sie kom- 
pressibel wie die Luft, so können wir sie bei Geschwindigkeiten 
unter etwa 100 m ebenfalls fortlassen, da die Änderung von H 
und p von derselben Größenordnung ist, die letzten Glieder aber 
noch den kleinen Faktor /i besitzen, das zweite Glied diesen Faktor 
aber nicht enthält. Es kann demnach auch unter Berttok> 
sichtigung der Relbnng bei Geschwindigkeiten unter etwa 
100 m die Luft als inkompressibel angesehen werden. 

Trotz dieser Yereinfacbung ist durch Aufstellung der Stokes- 
schen Differentialgleichungen wenig gewonnen, da sie nur in ganz 
wenigen Fallen integrierbar sind. Die oben aufgestellte Grenz- 
1)0(1 ingung für die Oberfläche fester Körper ist sogar oftmals mit 
diesen Gleichungen unvereinbar, wenn verlangt wird, daß die Be- 
wegung stationär wird. Daraus folgt, daß sich dann ein bestinnutes 
Strömungsbild nicht ausbilden kann; die F'lüssigkeit bleibt in fort« 
gesetater sogenannter turbulenter Bewegung, die theoretisch 
näher zu erforschen nicht geglückt ist. 

Da die Belbung keine potentielle Kraft ist, wird sich im all* 
gemeinen eine wirbelnde Bewegung in der Flüssigkeit ausbilden. 



»} Stokes, Cambridg« PhiL Tr. Vol. Vni. p. 297. 1845. 
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Die Wirbel entstehen an der Eörperoberfiftche und wandern von 

hier aus In die Flüssigkeit hinaus; nur in speziellen Fällen tritt 
keine Wij'bolbeTvej^-nnin;" auf, so z. B. beim Durchfluß der Flüssigkeit 
durch enge Kapillaren und zwischen zwei plauparallclcn Platten 
geringen Abstandes, wenn man von den Erscheinungen an den 
Enden von Platten und Kapillare absieht; in diesen Fällen wird 
auch die Lösung der Gleichung möglich. Indessen bieten Probleme 
dieser Art ftlr uns kein Interesse. 

Ein «weiter Fall, in dem eine Lösang der Gleichungen mög- 
lich ist, ist der, daß die Geschwindigkeiten «, v, w so klein sind, 
daß die Glieder der linken Seite der Stokcsschen Gleichungen bei 
einer stationären StrOmung sfimtiich yerscbwinden. Die Glieder 

yu usw. können unter dieser Annahme sehr wohl eine merkliche 

Größe behalten, wenn die Änderungen von u, v, iv, in sehr kleinen 
R&umen vor sich geht, wie es z. B. der Fall ist beim Einbringen 
sehr kleiner Körper In einen Flflssigkeitsstrom. 

Sieht man von äußeren Kräften ab, so erhalten in diesem 
Falle die Stokessohen Gleichungen im stationären Zustande die 
Form 

^ = /tJ«, |^ = /tJi», -^fiAw\ . , . , (39) 
dx du cz 

zu diesen Gleichungen tritt noch die Kontinuitätsgleichung hinzu. 
Dies Gleichungssystem wird z. 6. lösbar, wenn wir nach der Strö- 
mung snchen, die durch das Einbringen einer kleinen Kugel in 
einen gleichmäßigen Fltissigkeitsstrom mit der Geschwindigkeit T' 
verursacht wird. Indessen zeigt die Losung, daß die Vernach- 

lässigung der Glieder u— in diesem Falle nur dann zu- 
lässig wird, wenn VR klein gegen ¥ ist, wo R den Radius der 
Kugel mißt. Für eine Kugel von 1 cm Radius, in Luft mit r =0,13, 
folgt hieraus, daß die Luftgeschwindigkeit V wesentlich 
kleiner, als 0,13 cm pro Sekunde sein muß. Ist diese Be- - 
dingung erfüllt, so ergibt sich der Widerstand der Kugel aus den 
Beziehungen 36 zu: 

JC=6.T/<ÄF, (40) 

eine Gleichung, die ebenfalls von Stokes zuerst abgeleitet wurde. 
Unter denselben Bedingungen erhält man für eine Kreisscheibe 
den Widerstand: 

K = %fiDV (40a) 

wenn D der Durchmesser der Scheibe ist und diese quer zum Luft- 
strom steht. 



Digitized by Google 



56 Die Wirkung der umerm Baibung einer Flüssigkeit. 



Diese Gleiehiuigen sind anwendbar nnd angenähert durch 
den Versuch bestätigt worden, für kleine Staubteilchen und der 
Bewegung der Wassertropfen in der Atmosphäre. Tu der Äviatik 
haben wir dagegen nicht angenähert mit so kleinen (Geschwindig- 
keiten and 80 kleineu KOrpern zu ttuii wie es zur Veruachlässigong 
du 

der Werte u— notwendig wftre. Darans folgt, dafi das 

Widerstandsgesetz 40 resp. 40a, das eine lineare Abhängig- 
keit von Geschwindigkeit und Eörperdimension ergibt, für 
die uns interessierenden Verhältnisse nicht in Frage kommt. 
Wenn ich es trotzdem hier anführe, so geschieht es, um zu zeigen, 

wie beschränkt seine Gülti^kcitsbedingungen sind und warum es 
für Verhältnisse der Aviatik nicht in Frage kommt. 

Wenn somit eine exakte Lösung der Stolcessehen Gleichungen 
nicht .möglich ist, so geben uns diese doch in jedem Falle qua- 
litativ Aufschluß über das zu erwartende Strömungsbild. 

Betrachten wir zunächst eine Platte F senkrecht gegen einen 
Flflssigkeitsstrom mit der Geschwindigkeit V gestellt (Fig. 22), so 
verlangt die EirchhotCsche Auffassung einer Strömung reibungslose 
Flüssigkeiten, daß sich von den Kanten Ä, B ausgehend, hinter 



die den Geschwindigkeitssprung sofort zum Verschwinden bringen 
müßte. Untersuchen wir also, was an Stelle einer derartigen 
Diskontinuitätsfläche tritt. Die Linie A C stelle eine solche dar. 
Wir betrachten den Vorgang in der Nähe der Kante A und wollen 
die StrOmungsrichtung in der Nähe von A als Z-fiichtung wählen, 
während die Y-Koordinate in der Papierebme in den toten Baum 
hinter der Fläche F hinein gerichtet sein mflge. Sind die Kanten A 
und B sehr lang (senkrecht zur Papierebene), und liogt der von 
uns betrachtete Punkt weit ab von den Ecken der Fläche, so ist 
zu einem Unterschiede der Strömung in den verscliiedenen X-Y- 
Ebenen kein Grund vorhanden und «; = 0; es reduziert sich da- 
durch die Kontiuuitätsgleichung auf 




lig. 22. 



der Fläche Diskontinui- 
tätsflächen ausbilden. In 
einer reibenden Flüssig- 
keit sind indessen Dis- 
kontinuitätsflächeu un- 
möglich, da ein endlicher 
Geschwindigkeitssprung 
an zwei benachbarten 
Flächen eine unendlich 
große Beibung gemäß Gl. 
34 a verursachen würde, 
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du . dv ^ ^ 

äi+äi-»- («) 

Die außerhalb des toten Raumes Mnter der Fläche F längs 
der DiskoittinuitfttBflädie ÄC strömende Flfleaigkeit wird sich gegen 
die Innerhalb des toten Baumes zunächst in Buhe befindliche reiben, 
und dadurch wird die aiiBerbalb des Baumes b^indliche hesehleu' 
nigt. In A selbst ist noch ein endlicher Geschwindigkeitssprung 
vorhanden. An einem Punkte 0 bat sich der Geschwindigkeitsunter- 

du 

schied zum gr56ten Teil ausgeglichen, so daß — längs AG von 

cy 

einem sehr hohen Betrage auf geringe Werte abfällt. 

Betrachten wir nunmehr ein Flüssigkeitsteilcheu, das mit 
der Geschwindigkeit U fn Richtung AC den Punkt il passiert, so 

du 

wird es durch die hier herrschende, dem hohen Werte von -r— 

dy 

entsprechende Beibungskraft stark yerzögert, und es ist die 

dU 

Beschleanigung -y- negativ. Nun ist nach der bei Ablei- 

at 

tung der Eulerschen Gleichungen gegebenen Entwickelung im 

dU du du 
stationären Zustande -rr — « = — \- v tmcL demnach ist an der 

dx ' dy 

du 

Stelle Af wo v = 0 ist, dagegen u=ü, — negativ. Dies bedingt 

dx 

an der Stelle A nach der Kontinnitätsgleichung 41 einen positiven 

Wert von — , und folglich, da v in der Linie AC selbst Null ist, 

ein positives v für Punkte mit zunehmendem Abslande von AC. 
Ein Wasserteikhen , das sich in befinden möge, ist also an 
einem Orte, wo auch v bereits einen merklich positiven Wert hat, 
und bewegt sich nicht parallel AO, sondern entfernt sich von 
dieser Linie etwa nach dem Punkte m^. Dadurch errdcht es Punkte 

du 

mit höherem v und da — immer negativ bleibt, wird der negative 
du 

Wert von v — auf der Bahn unseres Wasserteilchens sich schneller 

du dü 
ändern als Andererseits kann -rr- höchstens proportional 

dy dt " 

du 

mit — abnehmen, und es wird nach einiger Zeit an dem 

du 

Orte des Wasserteilchens v-^ einen höheren negativen Betrag er- 
reicht haben, als — ; dann muß aber, da u immer positiv ist. 
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dU . du 

nach obiger Gleichunj*- für — auch — positiv geworden sein. 

dt cx 



An 



den jetzt erreichten Punkten ist demnach nach der KontinuitäS' 



gleichong 



negativ, und es nimmt die Geschwindigkeit v bei 



weiterer Entfernung unseres Wasserteikhens von der Diskontinuitäts- 
fläehe AC wieder ab, und sinkt schließlich bis auf den Wert Null 
herab. Dies sei an dem Punkte tn, der Fall. Im nächsten Moment 
erreicht das Wassortdlchen Punkte mit negatiyem v, nähert sich 
wieder der Fläche AO und möge somit nach dniger Zeit den 
Punkt erreichen. An den jetzt pasalerten Pankten ist aber von 

du 

dem Momente ab, in dem v negativ wurde, v— positiv und folg- 



et/ 



lieh auch ^ positiv. Es nimmt also die Geschwindigkeit V nn- 



dt 



seres Wasserteilchens wieder zn. Bald wird wieder v-r~ einen 

dy 

größeren positivm Wert an dem Orte des Wasserteilchens haben, 

, dV , . , , . . 3w 

als -571 ^d dadurch Urte mit negativem r— erreicht werden, die 

dv 

wieder zu einem positiven — Veranlassung geben. Dadurch wie- 

derholt sich der Vorgang von neuem und die Bahn unseres Wasser- 

_ teilchens wird etwa die 
in Fig. 22 eingezeich- 
nete werden. Das ist 
aber eine Zykloide, 
also die Bahn eines 
Panktes auf einem sich 
gleichzeitig drehenden 
und fortschrdtenden 
Körper. Man sieht 
demnach, daß unsere 
Wasserteiichen durch 
die Reibung iiidrehendc 
Bewegungen geraten 
und sich mit anderen 
Worten an der Fläche AC Wirbel ausbilden, die selbst längs AO 
fortschreiten. 

Benselben Vorgang haben wir an der Kante B. Denken wir 
uns nun für einen Augenblick das Problem umgekehrt, und die 

Fläche F ^cgen ruhende Flüssigkeit bewegt, und betrachten das 
Strömungsbild von einem ruhenden Standpunkt aus, so wird dieses 




Fig. 23. 
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der Fig. 23 entsprechen. Hinter der Platte haben wir eine 
zunächst mitgerissene Wassermeng-e ; indessen wird die kinetische 
Energie der Flüssigkeit durch die Wirbel, die anstelle der ur- 
sprünglich angenommenen Diskontinuitätsflächen entstehen , mit 
der Entfernung von der Fläche F mehr und mehr in Wärme ver- 
wandelt, und die Flüssigkeit kommt in einiger Entfernung hinter 
der Platte wieder zur liuhe. 

Welche Wirkung hat nun diese Umgestaltung des 
Strömungsbildes auf den Widerstand unserer Platte? Offen* 
slehtlioh keine von prinzipieller Bedeutung. Denn da die in 
ÄJtnd B OPig. 23) entstehenden Wirbel in Richtung der Strömung fort- 
schrf iten 1. innen sie die Rückseite unserer Platte nicht erreichen und 
den Druck hier nicht ändern. Die Lord Ealeiglischc P'or^iv^! -20, die 
für reibungslose Flüssigkeiten gilt, bleibt demnach auch in reibenden 
Flüssigkeiten zu Recht bestehen. Es tritt lediglich anstelle der 
Diskontinuitätsflachen ein Wirbelgebiet auf. Dieses wird im all- 
gemeinen uu.stabil sein und schwer zu erforschen, ändert aber den 
Widerstand , der Platte nicht* Er Ist daher In einer reibenden 
Fltlsslgkeit unabhüngig von der Große der Reibungskonstante. Das 
Wirbelbüd wird .dagegen durch die Reibungskonstante merklieb 
beeinfluSt, und es tritt auf jeden Fall hinter der Platte um so 
schneller Ruhe ein, resp. die nngestörte Strömung, je größer die 
Reibungskonstantc ist. Während also die Platte bei der Be- 
wegung in einer reibungslosen Flüssigkeit einen unendlich langen 
Flüssigkeitsstrom hinter sich herziehen würde, ist die Länge des- 
selben in einer reibenden Flüssigkeit beschränkt und schon in 
etlichen Metern Entfernung von der Platte ihre ganze Bewegungs- 
enei^e aufgezehrt. 

Die PotentialstrOmung vor d^ Platte und vor allem die Ge- 
schwindigkeit an den von den Kanten ausgebenden DIskontinuitftts- 
flftchen dürfte allerdings durch die Reibung ein wenig geändert 
sein» so daß wir in der Lord Raleighschen Formel eine, beson- 
ders von dem Umfang der Fläche abhängige, kleine Abänderung 
der Konstante zu erwarten haben. 

Kehren wir nunmehr zur Bereclinung des Widerstandes eines 
ICörpers mit gleichmäßig verlaufenden Konturen ohne vorspringende 
Kanten zurück, der in einer idealen Flüssigkeit Null wäre, so läfit 
sich die Wirkung der Reibung auch bei einem solchen Kürper aus 
den Stok esschen Gleichungen herleiten, und zwar ist es das Verdienst 
von Prandtl^), hier zuerst den richtigen Weg gewiesen zu haben. 



') L. Prandtl, Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung, 
Yerhaadlnsgeix de» 8. int«rn. Mathematiker-Eongreases. Heidelberg 1904. 
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Betrachten wir einen ruhenden Körper in einer strömenden 
Flüssigkeit, so muß diese, wie wir sahen, an der Oberfläche in 
Rulle bleiben. Ist nun der Reibungskoeffizient klein, so wird die 
Wirkung' der l\P!l)ung sich auf eine Grenzschicht geringer Dicke 
um den Körper lieruin beschränken, und die Gesclnvindigkeit der 
Flüssig'keit wird mit der Entfernung von dem Körper sehr schnell 
von dem Werte Null auf den normalen Wert anwachsen, der einer 
reinen PotentiaJtttrttmnng einer reibungälosen Flüssigkeit entspricht. 
Daß diese „Grenzschicht^ im Verhältnis zu den Dimensionen des 

Körpers hei kleiner Eeibnng nnr dünn bld> 




ben wird, ersieht man ans folgender Betrach- 
tung. Ein Flüssigkeitsstrom bewege sich gegen 
den Körper Ä (Vi^. 24). Die Flüssigkeit, die 
z. B. von a nach b längs der Oberfläche strömt, 
wird durch die Reibung an der in größerer NShe 
voll Ä strömenden Flüssigkeit verlangsamt. 



Tig. 24. Die Einbuße an Geschwindigkeit ist ab- 

hängig von der GrGße der verzögernden Rei- 
bungskraft und derZeiti während der diese wirkt, resp. der Länge 
des Weges, auf dem sie wirkt. Ist die Reibung klein, so kann 
nur eine merkliche Verzögerung bei txhr langem Wege, also großer 
Längsdimension des Körpers entstehen. Andererseits ist die Rei- 
bung bei kleiner Reibungskonf.tante der Flüssigkeit immer klein, 
solange nicht das GesehwindigkeitsgefiUle ^yqQ ist. Ein großes 
Geschwindig^keitsgefälle t^enkrecht zur Kürperoberfläche verlangt 
aber, daö die Geschwindigkeit von dem Werte Null an in sehr 
kl^non Raum bis zu dem höchsten W^rte q der reinen Potential- 
strOmung ansteigt. 

Daraus fblgt, dafl das ganze Gebiet, in dem die Rdbung dine 
merklicheVerzOgerung und Beeinflussung der PotentialstrOmung yeran- 
lassen kann, gegen die Längsdimcnsion des KOrpers nur sehr dünn 
ist. Ist dies aber der Fall, so können wir uns auch jetzt noch 
die gesamte Grenzschiclit mit dem Körper vereinig:! denken, 
und den Druck auf den Körper berechnen aus demjenigen, 
der außerhalb der Grenzschicht der Flüssigkeit herrscht, 
die hier eine reine rutentialströmung besitzt und in der 
demnach die Beziehung 21 hinreichend genau zutrifft. 
Indessen wird dies nicht rings umdenKOrper herum mög- 
lich sein, sondern es wird sich die FlflssigkeitsstrOmung, 
sobald der Druck in der PotentialstrOmung zunimmt, von 
der Körperoberfläche ablösen, genau so, wie es bei einer 
senkrecht vom Strom getroffenen eb^en Fläche der Fall war, und 
wie es Fig. 2ö zeigt. 
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Denn der Druck innerhalb der Grenzschicht ist in Richtung 
der Oberflächennormale konstant und gegeben durch den außerhalb 



der Grenzschicht herrschenden 
Druck; also ist auch das Druck- 
gefälle in Richtung der Oberfläche 
und demnach die Beschleunigung 
in dieser Bichtang innerhalb der 
Grenzschicht dieselbe, wie anfiw- 
halb. Wenn also die Geschwin- 
digkeit außerhalb der Grenzschicht 




in Richtung der Oberfläche ab- -gig. 25. 

nimmt, wie es der Fall ist, sobald 

der Quev.schnilt des Körpers g-eriuger wird, und dadurch der Druck 
zunimmt, so muJi auch die Flüssigkeit innerhalb der Grenzschicht 
dieselbe TerzOgenmg erltiden, wie die Flüssigkeit außerhalb der- 
selben. Nun ist aber die Geschwindigkeit in unmittelbarer Nach- 
barschaft der Oberfläche geringer als die außerhalb der Grenzschicht 
herrschende; infolgedessen wird sie hiw den Wert Null erreichen 
und noch überschreiten können, und zwar desto eher, je näher der 
Punkt der Oberfläche liegt. Wir bekommen demnach ein Strömung-s- 
bild wie es in Fig. 26 angedeutet ist, in der der Deutlichkeit halber 
die Oberfläche gerade gezeichnet ist. 



0 




Fig. 26. 



Die Abszisse stellt die Oberflftohe des Körpers dar und die 
Geschwindigkeitsänderung mit der Entfemnng von der Oberfläche 

wird durch die schraffierten Flächen anprcdcntet. Auf der Linie 
AB haben wir die Geschwindigkeit Null. An dem Punkte A löst 
sich die Strömung von der Oberfläche ab, so daß ein Ströniung-s- 
bild gemäß Fig. 25 entsteht. Die Fläehe AB ist gleicliliedeutend 
mit der Kirchhof f sehen Diskontinuilälslläche. Wir werden daher 
ebenso wie bei der ebenen Platte hinter dem Querschnitt AÄ' einen 
Raum bekommen, in dem ^n nahezu konstanter Druck herrscht, 
der seiner Große nach bestimmt ist durch die Geschwindigkeit q der 
Fotentialströmung in ÄÄ\ 
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Andererseits nimmt die Geschwindigkeit vor dem größten 
Querschnitt des Körpers vom Werte Null in der Mitte mit zu- 
nehmendem Querschnitt bis auf den Wert q zu. Folglieh haben 
wir an der vorderen Kurperhälfte einen mittleren Druck, der ent- 
sprechend der hier herrschenden kleineren mittlereii Geschwindig- 
keit größer ist, als der mittlere Draok an der hinteren KQrperh&lfte 
and erhalten somit einen resultierenden Druck in Richtung der 
Strömnng. Die Größe dieses resultierenden Druckes ergibt 
sich aus der Potentialströmung an der Vorderseite des 
Körpers und der Geschwindigkeit dieser Potentialströmung 
an dem Ablösungsquerschnitt AA'\ er ist also von dem Kcibungs- 
koeffizienten der Flüssig'keit nnabhängig, solange der Ablösungsquer- 
schnitt nicht verschoben wird. 

über den Punkt der Ablösung geben die Stok es sehen Glei- 
chungen Aufschluß, wenn wir sie unter der Bedingung eines kleinen 
Reibungskoeffizienten und demnach einer dünnen Grenzschicht für 

das Gebiet derselben aufstellen. Wir nehmen 
der Einfachheit halber an, unser Körper sei ein 
Rotationskörper, dessen Rotationsachse in Rich- 
tung der Str<"imnng' fJlÜt fFig*. 27). Wir können 
dann bei der geringen Dicke der Grenzschicht 
die Krümmung der Oberfläche in erster An- 
näherung vernachlässigen, und die sc-Koordi- 
nate in Richtung der Oberfl&che, die y-Koordi- 
dg. 27. nate in Richtung derOberfläehennonnale wählen. 

Da das Strömungsbild auf alle Fälle rings um 
den Rotationskörper herum dasselbe sein wird, findet keine Strö« 
mung senkrecht zu unserer r y-Ebene statt und es ist w = 0. Da- 
durch ist das Problem auf ein zweidimensionales zurückgeführt. 
Ist nun die Dicke der Grenzschicht von der Größenordnung «, so 

ist von der Größenordnung da »von Null auf den normalen 
Wert in der Dicke der Grenzschicht ansteigen muß und -r-. von der 

1 du 

Größenordnung p. Da femer — ron normaler Größenordnung ist, 

so muß es gemftß der Kontinuitätsgleichung auch sein, und es 

muü i' selbst innerhalb der Grenzschicht von der (Größenordnung e 
bleiben, da es an der Oberfläche den Wert Null hat; folglich ist 
dv 

auch ^ von der Größenordnung «, und ^ von der Größenord- 

1 

nung j. 
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Stellen "Wir somit die Stokcsschcn Glcichune^en für unser 
Problem auf, so folgt zunächst aus den Gleichungen 38 für statio- 
näre Bewegungen bei Vernaclilässigung äußerer Kräfte und An- 
nahme der Inkompressibilität der Flüssigkeit: 

du . du 1^ dp . /d'u _^d'u\ 



dv l dp , fi ( d^v . d'v\ 



In der ersten dieser Gleiehungen ist nach dem eben Ansge- 

a^u 21* u 

führten r— s geffen — ^ zu vernachlässigen : es muß daher, da links 

Glieder normaler Größenordnooff stehen, - -^—r, aneh normalw GrO- 

ßenordnnng sein, also ^ von der Größenordnung e*. Da ^ bekannt 

ist, ist hierdurch die Größenordnung von £ selbst gegeben und der 

Fehler bestimmt» d«r dnrch Analyse eines kleinen s entsteht. In der 

zweiten Gleichung sind links beide Glieder zn vernachlftmigen, rechts 

d'^v d'v u dPv 

ist zunächst -r-^ klein gegen -r-5 imd — ; selbst klein von der 

GröBenordnnng e. Infolgedessen ist auch - klein von dieser 

ydy 

Ordnung und zu vemachlftssigen gegen - Daraus folgt, daft 

der Druck lings der Oberfiftchennonnale als konstant anzusehen 
ist und gidch dem außerhalb der Grenzschicht herrschenden Drucke 
ist, wie bereits oben klai^el^ wurde. Somit bleibt fflr die GrenZ' 
Schicht nur mehr die eine reduzierte Gleichung: 

3» I du 1 dp . fi i^u 
dx ' dy Y^^ y 
übrig, zu der nur noch die Kontinuit&tsgleicbung 

hinzukommt. 

In der Gl. 42 ist der Wert von als bekannt anzusehen, da 

rx 

sich dieser aus den Eul ersehen Gleichungen ergibt, die außerhalb 
der Grenzschicht Gültigkeit behalten. 

Der Querschnitt, an dem sich die Strömung von der Ober- 
flftche ablöst, ist nach obigen Ausführungen gegeben durch die Be- 

d u 

dingungsgieichung ^ — 0, da u vor diesem Querschnitt in der 
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Xn( hlmrBchaft der Oberflftclie positiv, hinter dem Qaerschuitt aber 

uegativ ist. 

Es ist nun Blasius*) gelungen, eine Näherungsmethode zu 
finden, das Gleiehungssystem 42, 42 a zu lösen unter Berfieksioh« 
tigung der Grenzbedingung, daß u^v==0 fOr y=0, und daß die 
Strömung^ in eine reine PotentialstrOmunfif übergeht fOr y=oo, 
wenn diese FotentialstrSmnng selbst gegeben Ist. Dadorch ist es 
ihm möglich geworden, die Ln^e dos Ablösungspunktes selbst und 
die in dossen Nähe herrschende Greschwindigkeit der Potential- 
strömun^' zu hostinimcn. 

Die Kechenmethüde des genannten Herrn wurde ü:cprüft und 
bestätigt gefunden durch Versuche von Hiemenz'j au einem ge- 
raden Ereiszylinder, der mit seiner Achse senkredit gegen einen 
gleichmäßigen Wasserstrom gestellt wurde. Das wichtigste Besnltat 
der Arbeit des Herrn Blasius ist, daß sich die Lage des Ab- 
lOsnngspnnktes unabhängig von der Größe des Reibungs- 
koeffizienten ergibt und nur von der Körperforra abhängt. 
Hiordurch erklärt sicli das schon seit langem bekannte Paradoxon, 
daß der "Widerstand eines Körpers in warmem Wasser nahezu derselbe 
ist als in kaltem, obgleich der Keibungskoeffizient des Wassers mit 
der Temperatur stark abnimmt, während andererseits die Theorie 
verlangte, daß dieser Wid^tand erst durch die innere Reibung 
entsteht. 

Nach den obig«n Ausführungen ist indessen nicht die innere 
Beibnng der Flüssigkeit die eigentliche Veranlassung des Wider- 
standes, sondern das Haften jeder Flüssigkeit an der Oberfläche 
fester Körper: dieser Umstand bedingt stets ein noschwindicrkoits- 
gefälle benkrcclU zur Körperoberfläehe von einem bebtimmteii Be- 
trage, wie klein auch die innere iieibung der Flüssigkeit sein mag. 
Nur bei einer unendlich kleinen Reibung wäre ein Gesehwindig- 
keitssprung an det Körperoberfläche möglich, der nach den tflr eine 
ideale Flüssigkeit aufgestellte Oberflächenbedingungen stattfinden 
müßte; solange aber die Reibung einen endlichen Wert be- 
sitzt, mag sie so klein sein, wie sie will, ist diese Oberflächen- 
bcdingung 13, die der Widerstandsberechnung eines 
Körpers in einer idealen Flüssigkeit zugrunde lag, un- 
richtio-. Sie iiiuli vielmehr ersetzt werden durch die Be- 
dingung u ^ V =^ w — 0 an der Oberfläche selbst und der 
Bedingnng 42 in der Oberflächennähe. 

H. BTasius, Gr^n'/selüchten in FlUsaigkeiten mit kleiner Beiboilg, 
Zeitschrift für Mathematik und Physik, lieft I, 1908. 

*) Kar) Hiemensy Die GrensBChicht «n maam in gleiobiOxmigon Xlttaaif^ 
kfiitMtrom «ingetauehteii. Kretwjlmdw, ^anguralduseitatiO'ii, Berlin 1911. 
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Einen allgemein srüUit^cn Ansdruck für don dyimniischeti 
Widen^tand eines Kürpers können wir demnach in folgender 
Weijje gewinnen: Bezeichnen wir die Geschwindigkeit der Flüssig- 
k^t an dem AblOauigsqueraehnitt mit V, wo F die Geschwindig- 
keit der Flflasigkeit in grofier Entfernung vom Körper ist, so 
ist «1 ein Faktor, der angibt, »wieviel mal größer die Geschwindig- 
keit an der AblOsnngsstelle ist als F. Bei der Kogel z. B. fanden 
wir an dem größten Durchmesse* q^SjüVi \i6gt der Ablösungs- 
piinkt etwas vor dem jerrößten Durchmesser, wie es tatsächlich 
der Fall ist, so ist demnach bei der Ku^el etwas kleiner als 
3 2. Bezeichnen wir ferner den {größten Kürpen.|uerschnitt normal 
zur Stromrichtung mit F, so herrscht hinter dem Körper der Druck 
Pq — i/'ch^y^, nnd dieser gibt eine Widerstandskraft gegen die Strö- 
mung in Höhe von F{p^ — ivf^i^ ^')- Vor dem Körper haben whr ^ne 
Geschwindigkeit, . die vom Werte Noll an bis •Fansteigt und deren 
Mittelwert wir mit «3-a,F bezeichnen wollen, wo ein Faktor 
kleiner als 1 ist. Wir haben dann gegen die Vorderseite des 
Körpers eine Kraft i*'!;;,, — l yctr aj^V-) wirken, und folglich eine 
resultierende Gesamtkraft in Kiclitnng der btrömung: 

Hier ist der Ausdruck in der Klammer stets positiv, da 
kleiner als 1 ist, und wir können ihn, da sowohl als auch 

nur von der Körperform abhängig sind, zu einem Formfaktorf 
zusammenfassen, so daß wir als Widerstandsformel erhalten 

Ä^lgyF'J' (44) 

In diesem Ausdrucke ließe sich der Formfaktor ^ dadurch be- 
rechnen, daß man zunächst die Potentialströmung für verschie- 
dene Ablösnngsstellen beredinet und dann diejenige als die richtige 
kerau^reift, bei der die Gl. 42 zu derselben Ablösungsstelle führt, 
wenn diese nach der Methode von Blasius aus der Gl. 42 berechnet 
wird. Diese fiechnung ist indessen schon bei den einfachsten 
Körperformen zu schwierig:, um praktisch verwendbar zu sein, und 
man wird » in f acher zum Ziele kommen, wenn man den Form- 
faktor C für die praktisch in Frage kommenden Formen durch 
Versuche bestimmt. 

Der durch die Gl. 44 ausgedrückte dynamische Widerstand ist 
durch die Ablösung der Strömung und die dnrch diese verursachte 
Unsymmetrie des Strömungsbüdes verursacht. Die Körperform 
hinter der Ablösungsstelle hat auf diesen Widerstand keinen Ein- 
fluß, ist der Körper hinter der Ablösungsstelle nur Avenig aus- 
gedehnt, so bleibt tatsächlich die Rückseite des Körpers ganz in 
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dum lourn K4iume, und die Form ist ohne Einiluii auf den 
Widerstand. 

iBt indessen der Körper nach rückwärts etark verlAngert, 
wie Fig. 88 zeigt, so wird hierdorch der Widerstand merklich 
▼erkleinert. Denn der Druck an dem AblOsungsqnerschnitt ist 

durch die an der Peripherie herrschende Geschwindigkeit gegeben, 
die immer größer ist als die tir^iprüngliche Ocschwindigkeit V. An 
einoTu weit zurückliegenden Querschnitt CD haben indessen die 
Wirbel schon teilweise die (ieschwindigkeitsuntcrschiede ausgeglic lien, 
und an der Peripherie von CD herrscht eine bereits merklich 



Drackverminderang gegenüber dem Ausdraeke der Formel 44 ist 
hiemach abhängig von der Reibungskonstante /a der Flüssigkeit, 

so daß die Reibung eine Venniiulernng des dynamischen Wider- 
standes hervorruft. Je größer die Keibungskonstaute, desto schneller 
werden die Gesehwindigkeitsunterschiede durch Wirbelbildung aus- 
geglichen und desto weniger ist es nötig, den Körper nach rück- 
wärts zn vwlängcrn, nm die gewünschte Wiiknng der Widerstands« 
vermindemng zn erzielen. 

Um die Größe dar Drnckv^mindemng anzogeben, wäre es 
nötig, zu berechnen, wie schnell die Wirbelbildnng hinter dem Ab- 
lösungsquerschnitt einen Geschwindigkeitsausgleich herbeiführt. So- 
lange diese Rechnung noch nicht durchgeführt ist, ist eine zahlen- 
mäßige Angabe über die Widerstandsverminderung nicht uiüglich; 
wir können nur sagen, daß der dynamische Widersitand um so mehr 
▼erkleinwt wird, je stärker der Körper hinter dem Ablösungsquer- 
schnitt verlängert wird. 

Für ein und dieselbe Flüssigkeit können wir dieser Ersehei- 
nung, die dann wiedemm nur von der Eörperform abhängt, da- 
durch rechnerischen Ausdruck geben, daß wir sie bei Bestimmung 
des Formfaktors C berücksichtigen. Nur müssen wir uns vor Augen 
halten, daß dann der Formfaktor C von der Keibungs konstante 




Fig. 28. 



Ol 



c\ 



kleinere Geschwindigkeit 
als bei AB, Folglich ha- 
ben wir hier dnen grö- 
ßeren Druck, und der mitt- 
lere Druck n f der ganzen 
Kegelmantelfläche A^B 
wird um so großer, je stär- 
ker unser Körper verlän- 
gert wird. Dies bedeutet 
aber eine Verminderung 
des resultierenden Druckes 
in Richtung von F. Diese 
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Fi«. 29. 



der Flüssigkeit abhängig wird. Um dies klarzustellen, setzen wir 
am einfachsten * ^ ^ * » 

und demnach 

fi:«i&,(i-§,.)yr*i'^ (46) 

wo Co ein Formfaktor ist, der nur von der Körperform, und zwar 

im wesentlichsten von d«p KOrperform vor dem größten Querschnitt 

abhängt, währcuul ^„ von der Körperform hinter dem größten 
Querschnitt, außerdem aber von der Reibungskonstante der Flüssig- 
keit abliäiigt. 

Man könnte nun meinen, durch hinreichende Verlängerung des 
in der Flüssigkeit befindlichen Körpers den Widerstand auf jeden 
gewflnschten Betrag herabdrttcken zn können. Dies trifft anch be- 
säglich des dynamischen Widerstandes zu. Indessen bewirkt die 
mit der Verlängerung verbundene Oberfl&chenvergröBerang, daß 
ein anderer Widerstand, den wir bisher unberücksichtigt gelassen 
haben, von Bedeutung^ wird, das ist der so^. Reibungswiderstand. 

Das Wesen desselben erkennen wii- am besten, wenn wir eine 
Fläcfie von nnendlich kleiner Dicke be- 
trachten, die sich in einem FJüssigkeits- — >■ — 
Strome befindet, der sich in Richtung der 
Flache bewegt (Fig. 29). 

Der dynamische Widerstand der Flftehe ist in diesem Falle 
Null, da die Platte dem Flüsslgkeitsstrome keinen Querschnitt ent- 
gegenstellt. Indessen bildet sich auch jetzt eine Grenzschiebt aus, 
und die Ausbildung dieser Grenzschicht ist es, die den 
K e i b 11 n g w i d e r s t a n d V e r a n 1 a ß t. Da nämlich die Keibungskonstante 
zwischen Flüssigkeit und Platte F nahezu niu-ndlich groß ist, muß die 
Flüssigkeit bei Berührung der Platte, also an der Oberfläche völlig zur 
Ruhe kommen, und es bildet sich ein OeschwindigkeitsgefäUe senk- 
recht zn F aus. Hindurch tritt 
eine Reibung der Flüssig- 
keilSSChichten gege n e i n a n d e r 
ein, und jedes Flüssigkcitsteil- 
ehen, das in der Nähe von F 
vorbeisi rünit, wird durch die 
Reibung' g'^^en die Flüssig- 
keitsteilchen, die der Flüche 
noch näher liegen, in seiner 

Bewegung verzögert. Sobald die Fläche passiert ist, hört diese Ver- 
zOgerung auf, und es wirkt im Gegenteil die in größerer Entfernung 

schneller strömende Flüssigkeit beschleunigend auf die Flüssigkeits- 
teilchen ein. Ziehen wir also in der Nähe der Fläche Linien gleicher 

5* 




Flg. 30. 
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Gescliwiiidigkeit (keine Strömungslinien), so bekommen wir ein Bild 
etwa gemäß Fig. 30. Das Ixcsiiltat ist also eine Grenzschiclit zunelimen- 
dcr Dicke beiderseits von der Fläche (in der Figur stark vergrößert 
dargestellt), in der ein Geschwindigkeitsgef&lle herrscht, das vom 
Anfang bis zum Ende der Fittche abnimmt nnd das auch mit der 
Entfernung von der Flftche kleiner wird. 

Die Reibung d«r Schichten ▼wsehiedener OeBchwlDdigkelt gegen* 
einander erzeugt Wftrme, verzehrt also Energie. Dies bewirkt einen 

Widerstand, der zweckmäßig als Reibungswiderstand der Fläche be- 
zeichnet w ird, wenn er auch teilweise dynamisclier Xatitr ist. Er wird 
hervorgerufen durch die Geschwindigkeitsunterschicde in der Grenz- 
schicht, wälirend der eigentliche dynamische Widerstand, der durch 
Gl. 44 und 45 gegeben ist, sich aus den Geschwindigkeitsunter- 
schieden außerhalb der Grenzschicht erklärt. 

Da nun für die Grenzschicht die Gl. 42 und 42 a Gültigkeit 
haben, läAt sich die Reibung nach diesen Gl^chuugen «mittetn. 
FOr eine Fläche in Richtung der Strömung Iftfit sich noch Gl. 42 
vereinfachen. Dean in diesem Falle bleibt anfierhalb d^ Grenz- 
schicht die PotentialstrOmung unveAndert, und es ist 

dp 

Es gilt demnach für die Grenzschicht einer in Richtung der 
StrömuDg liegenden Platte das Gleichungssystem; 



du du fi 

dy 



{*«) 



Prandtl und Blasius ist es gelungen, aus diesem Glei- 
st* 

chungssystem den Wert von -r— tttr ^»0, also für diePlatten- 
oberflftche zu berechnen. Sie fanden 



fdu\ ^M3-|/ 
\dy/y.o ^ V fix 



Die auf die Flttche ausgeübte Kraft ist gleich derjenigen, 
mit der sich die Ftüssigkeit g^en die an der Fläche fest haftende 
Fhissigkeitsschicht beiderseits reibt; folglich erhalten wir diese 

Kraft aus der Gl. .34a. Sic liefert, wenn B die Breite der 
Fläche und L die Länge derselben in der Bew^ungsrichtung ist. 
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L 




dx 



oder 



(47) 



Pleae Formel für die Reibung ist in vieler HinBicht interessant. 

Man erkennt zunächst, daß der Reibungswiderstand nicht propor- 
tional der Fläche ist, sondern nur mit der ^ten Potenz der Länge 
wächst, also wesentlich verschieden ausfällt, bei verschiedener Flächen- 
form. Ferner wächst er proportional mit der l ten Potenz der Ge- 
schwindigkeit, während der dynamische Widerstand von der zweiten 
Potenz der Geschwindigkeit abhängt. 

Der Relbnngswiderstand ist ebenso wie bd einer Platte 
pariülel zur Strömung, bei jedem beliebig geformten Körper vor- 
handen, da sich um den Körper herum bis zur Ablösunp:?"tf lle der 
Strömung eine Grenzschicht mit neschwindigkeitsgefälle ausbildet. Die 
StÄrke der Reibung ist dann in derselben Weise von den Oberfläclien- 
dimensionen und der Potentialstriimuug außerhalb der Grenzschicht 
abhängig, wie bei der parallelen Platte, nur muß bei der Integra- 
tion über die Fläche die Veränderlichkeit der Potentialströmung 
resp. die Abweichung derselben von der ursprünglich gegebenen 
Strömung an den verschiedenen Ob«rflächenpnnkten nnd die Kich- 
tung der Oberfläche berHoksichtigt werden. Dadurch wird meistens 
die Rechnung praktisch nicht dnrchfahrbar, schon deswegen, weil 
die Lage der Ablösungsstello nicht genau bekannt ist. Nimmt man 
bei einer Kugrel die Ablösuugsstelle am größten Querschnitt an und 
berücksiclitigt den A'erhiuf der roTentialstriniuni^ ^^enuiß der Rech- 
nung auf S. 38, so bekommi man bei einem Kugelradius R au- 
genÄhort einen Reibongswlderstand 



Im allgemeinen wird man ffir den Reibnngswiderstand setzen 
können 



wo die mittle Oberfläohendimension senkrecht zur StrOmang 
und in Richtung der Strömung ist, nnd Ca einen Zahlenfaktor 
darstellt, der von der Körperform abhängt und etwa zwischen 1 

und 5 liegen dürfte. 

Für Luft ist der Keilainfjswiderstaud meistens «ehr klein, da 
u und y beides kleine G reißen sind, und er bleibt ^'eirenüber dem 
dynamischen Widerstände zu vernachlässigen. Nur in besonderen 
Fällen kann er von Bedeutung werden, wie z, B. bei nur sehr wenig 



(47 a) 



(48) 
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gegen die StrOmung geneigten, ebenen FH&chen, da dann der dy- 
namische Widerstand selbst Iclein wird, w&hrend der Beibungs- 
wid«!Btand in seinem vollen Betrage gemfiß Gleichung 47 in Frage 
kommt. Bei welcher Neigang er Bedentang erlangt, läßt sich in- 
dessen nur von Fall zu Fall angeben, da beide Widerstände Ge- 
schwindigkeit und Flächenlän^e in verschiedener Potenz enthalten. 
Je länger die Fläche in der Ströniungsrichtung und je größer die 
Geschwindigkeit, desto weniger ist der Reibungswiderstand bei ge- 
gebener PlÄchenneigimg von Bedeutung. 

Wichtig wird die Reibung ferner bei Körpern, die in der Be- 
w^ungsrichtung langgestreckt sind. Indem durch eine Verlftngerung 
des KSrpera eine OberfULchenTergrOfiemng und hierdurch eine Ver- 
mehnmg der Reibung eintritt. Da andeierseits eine starke Ver^ 
ISngenmg ohne Querschnittsiindcrung eine Verminderung des dyna- 
mischen Widerstandes bedingt, so wird der Gesamtwiderstand bei 
einem bestimmten Verhältnis von Länge zum Querselinitt 
den kleiustmoglichen Wert annehmen. Dies Veriiältnis läßt 
sich aber nicht allgemein angeben, da es einmal von deae HOhe der 
Formraktoren abhängt, also von der Körperform, dann aber auch 
yon der Geschwindigkeit. Nur soviel läßt sich sagen, dafi die Länge 
mit wachsoider Geschwindigkeit großer werdoi muß, um bei einem 
gegebenen Querschnitt den kleinsten Widerstand des Körpers zu 
erhalten. 

Auch bei Körpern, die gleichzeitig in Richtung und senkrecht 
zur Richtung der Strömung nur kleine Dimensionen haben, wie z. B. 
bei quer zur Strömung getipauatcn Drähten macht sich die Wirkung 
dar Reibung stärker fühlbar. Ist z. B. bei einem Draht von I cm 
Durchmesser bei einer bestimmten Gesdiwindigkeit der Reibungs- 
widerstand 10 des dynamischen Widerstandes, so wird er bei 
1 mm Drahtduichmesser 3d^/o betragen, da >ich nach Gleichung iS 
der Reibung'^ erstand nur mit der Wurzel des Durchmesser?; ändert, 
der dynamische Widerstand dagegen dem Dorchmeaser selbst pro- 
portional ist. 

Bei dieser Betrachtung über den Keibungswiderstand ist die 
Beschaffenheit der Körperoberiläche ganz außer acht gelassen worden, 
weil die Reibung nur in d«r Rtissigkeit und nicht zwischen KOrper und 
Flttssigkeit auftritt. Unter „Oberfläche** ist hierbei die wahre 
Oberfläche unter Berücksichtigung aller Unregelmäßig- 
keiten zu verstehen, die etwa durch Rauheit der Ob^fläche bedingt 
sind. Nur wenn die Unebenheiten gegen die Dicke der Grenzschicht von 
kleiner Dimension sind, können sie unberücksichtigt Ijleihen und geben 
zu keiner Vcrinelirung des Reibungswiderstandes Veranlassung. Bei 
der geringen Dicke der Grenzschicht und dem starken Geschwia- 
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digkeitsgeHUle in Qnmittdbarer Ntthe der EOrperoberfiäche werden 
indessen sebon Unebenheiten von nur 0,1 mm Höhe von Ein- 
fluß werden. 

Zusaiüiiieiifassuiig der Resultate. 

Die Druckkraft, die ströTiHnidc Luft oder strömendes Wasser 
auf einen Körper ausüben, resp. der Widerstand, den ein bewegter 
Körper in Luft oder Wasser erfährt, wird durch ein und dasselbe 
Gesetz bestimmt, so lange die Geschwindigkeit in Luft nicht größer 
als etwa 75 bis 100 m pro Sekunde» in Wasser nicht größer als etwa 
16 m pro Sekunde (Grensgeschwlndlgkeit für 1 Atm. Druck) Ist. 

Unter diesen Bedingungen zerfttllt der Widontand in swei ver- 
schiedene Summanden, nämlich 

1. den dynamischen Widerstand, der sich aus den Oesehwin- 
digkeitsunterschieden der Flüssigkeit in einiger Entfernung von der 
Körperoberf lache ergibt, 

2. den Reibungswiderstand, der sich aus dem Umstände ergibt, 
daß die Geschwindigkeit der Flüssigkeit au der Körperoberfläche 
selbst ttberall Null Ist, und sich In ihrer unmittelbaren Naehbarscbaft 
ein starkes GeschwindigkcätsgelSlle ausbildet. 

Bedeutet Fdie Geschwindigkeit des Körpers in ruhender Flflssig- 
keit in Zentimetern pro Sekunde, F sein größter Querschnitt senk- 
recht zu V in Quadratzentimetern, die mittlere Län«:e der be 
netzten überfiäebe in Riehtung- der Strömung, die mittlere Breite 
der benetzten Oberfläche senkrecht zur Strömungsriehtunc;^ in Zeati- 
meterii, y die Dichte und ^ der Keibungskoeffizient der i'lüssigkeit 
in C.G.S. Elnhdten, so ist der Widerstand JT in Dynen (Milligram^ 
men) gegeben durch die Gleichung; 

Ä=|so(i-?.Jy Fr'' + S^i^,„vvfiA„ r«. . (4ü) 

Hier sind Co» C.«> Cr Koeffizienten, die von der Körperform 
abhängen, und zwar hängt Co ini wesentlichen von der Körperform 
vor dem größten Querschnitt F ab und nimmt von dem Werte 1 
bei sehr stumpfer Form mit dem Grade der Zuspitzung allmühlicli 
ab : Cjr. hängt in erster Linie von der Körperforni hinter dem größten 
Querschnitt, aber auch von dem Reibungskoeffizienten der Flüssig» 
keit ab und nimmt von dem Werte Null bei stumpfer Form des 
hinteren Körperteile mit der Yerlftng^rung hintw dem größten 
Querschnitt bis zum Maximalwerte von 1 zu; Cä ist ein ebenfalls 
nur von der Körperform alihangender Koeffizient, der vom Werte 
1,33 bei sehr spitzer Körperform, bis etwa 6 bei sehr breiter Kör» 
perform zunimmt. 
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Achtes Kapitel. 

Experimentelle Resultate fiber den Luftwider- 
stand einiger wichtiger Körpei*formen. 

Ab{j:('sehcn von früheren Experimentatoren, wieKobins 1761, 
Hutton 1787 und Vince 1795, haben in neuerer Zeit 0, Liiienthal 
1888 in Berlin, W.Dines 1889 bis 1890 in England und S.P.Laugley 
in Washington eingehende Versnehe Aber den Widerstand ver^ 
sehieden geformter Kürper bei der Bewegung in der Luft ange- 
stellt. Alle drei Forscher bedienten sich für ihre Versuche eines 
Kundlaufapparates, Bei diesem wird eine vertikale Welle in ge* 
eigTieter Weise in Rotation «'e'^etzt und der zn imtersuchendc Körper 
an einem liorizontalen Arme befestigt. Der von O. Liiienthal be- 
nutzte Apparat ist in dem Jahrbuch der Motor-Luftschiff-Studien- 
Ges. 1910 bis 1911, p. 54 bis 58 beschrieben, der von W.Dines 
und üer S. P. Langlcy Terwandte Apparat in dem Buche von F. W* 
L an ehester, Aerodynamik I, p. 283 ff. genau erörtert. Diese Metbode 
der Messung mittels Rundlauf hat den Nachteil, daß der Körper in 
kurzen Zeitabständen denselben Kaumpunkt passiert, ohne daß die 
Luft hinreichend Zeit gehabt hätte, wieder zur Ruhe zu kommen. 
Aus diesem Grumie sind die Resultate nicht einwandsfrei. Das- 
selbe trifft für die Versuche von 0. Mannesmann (Inauguraldisser- 
tation, Tübingen 1897) zu, der sich eines Rundlaufapparates von 
nur 1 m Durchmesser bediente und zur Vermeidung starken Mit- 
windes verh&ltnismftßig kleine Körper benutzte. 

Den gwllgten Fehler suchte 6. Eiffel^) durch Fallversuche am 
Eiffelturm zu vermeiden und erhielt dadurch Resultate, die recht 
zuverlässig sind. Lanchester*) schlug einen ähnlichen Weg ein, 

>) Becherch^s experimeutales sur la resistance de Tair execut^ea 4 Ub 
Toar pw Q. Eiff«]. Paris 1906, ^ditiim nouTelle: Librttirie A6ronautique, 
Paris 1910. 

-) Lanobester, Aerodynamik, aberaetst von G. und H. Bunge, S. Ü06 

bis 326. 
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indem er den Widerstand von Gleitfingmodellen bei nihender 
Luft nntennchte. Die einwandfreiesten Kesnltate durften die von 
L. Prandtl in 65ttlngen nnd die neuesten üntersncbnngen von 

G. Eiffel sein, die sich b^de einer Versuchsmethode bedienen, bei 1 r 
der ruhende Körper einem gleichmäßigen Luftstrom auso^esetzt wird. 
Die Versuchsanstalt in Göttinjren ist von L. Prandtl^) selbst be- 
schrieben worden; die in dieser Anstalt gewonnenen Resultate sind 
teils von L. Prandtl und 0. Föppel in dem Jahrbuch der Motor- 
Luftschiff-Studiengesellscbaft 1910 bis 1911, teils von denselben 
Autoren, sowie von G. Fuhrmann in divwsen Aufsätzen der Zeit- 
schrift ffir Flugrtechnik und Hotorlnftschiffahrt 1910 und 1911 ver- 
Gffentlicht worden. G. Eiffel hat seine Resultate in einem größeren 
Worke^): La rfeistancede Tair et Taviation, Paris 1910 avec Com- 
plönent 1911 zusammengestellt. 

Den folgenden Ausführungen liegt in erster Linie diese letztere 
Veröffentlichung zugrunde. Diese hat indessen wie auch alle 
anderen den Nachteil, daß Eillel nicht ciui; Trennung zwischen dy- 
namischem Widerstand und ßeibungswiderstand durchgeführt hat, 
sondern vielmehr die Formel für den dynamischen Widerstand für 
den Gesamtwiderstand benutsste. Es sind daher die Resultate auf 
andere Flftehengröfien und andere Geschwindigkeiten nur übertrag- 
bar, soweit der Reibnngswiderstand dem dynamischen Widerstand 
gegenüber zu vernachlässigen ist. Da aber gerade diese Voraus- 
setzung für Flächen kleiner Neigung, wie sie in der Aviatik benutzt 
werden, nicht zutrifft, wäre es erwünscht, wenn Eiffol seine Unter- 
suchungen für die wichtigsten Flächenformen unter Berücksichtigung 
der Reibung wiederholen würde. 

1. Widerstand einer senkrecht vom \yinde 
getiM)ffenen Fläche. 

Nach der Newtonsclion Formel sollte, da der Keibungswider- 
stand gegenüber dem hohen dynamischen Widerslande zu vernach- 
lässigen ist, der Widerstand durch die Gleichung gegeben sein: 

K = ^yFV' (60) 

Drücken wir K in Kilogrammen aus, die Fläche in Quadrat- 
metern und die Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde, so wird, 
wenn wir schreiben 

L. Prandtl, Die Bedeutung von Modellversuchen fUr die LufteohiffRhrt 

und Flugtechnik und die Einrichtung fiU- <oli ho Versuche in Güttingen. V i 
trkg, ab^'edruekt in der Zeitschrift des Vereines D. Ingenieure ld09. S. 1711 ff. 
*j Deutsch von Dr. F. Uuih, Berlin 1912. 
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K^kFV*, • ... (61) 

der Kücmzient k für ;.' = 0,001225: A- = 0,0624. Nach der Lord 
lialei^hscben i'urmel wird A- - 0,055. 

Da nun alle Versuche zeigen, daß die Beziehung öü zwischen 
Geschwindigkeit, Dichte und Widerstand innerhalh der V^uchd- 
genAiügkeit stimmt, handelt es sich um die Messung des Koeffi- 
zienten h fflr die verschiedenfflii Plattenform^. 

Nachdem Lilien thal für k den Wert von 0,186 angegeben hatte, 
erhielt Din es für runde Fl&chen von 16 cm Durchmesser ib» 0,083, 
von 34 cm Durchmesser ^ — 0,086, für ein Quadrat von 10 cm 
Seitenläntre 0,084, von 40 cm Öoitenlänf^e 0,085; ungefähr dieselben 
Werte bekam Langley für eine kreisförmige Platte. 




Fig. 31. Andenmg d«8 Widsratandflkoolfixienteii «inet qvadnti«oh«n 

PUt«« mit ihm OrOfie. 

Während also diese älteren Experimentatoren wesentlich höhere 
Werte fanden, als die Theorie liefert, ergeben die neueren Unter- 
suchungen geringere Abweichungen. So findet Eiffel bei seinen 
Fallvefsaehen mit einer 0,6 qm großen Platte ib» 0,066 fflr den 
Kreis, ik=: 0,070 fflr das Rechteck ; hei größeren Platten wird der 
Koeffizient ein wenig größer. Prandtl und Föppl finden für qua* 
dratische Platten von 12 cm Seitenlänge = 0,069, dagegen Eiffel 
bei ruhender Platte in strömender Luft und 10 cm iSeiten länge 
0.065, hei 25 cm Seitenlänge 0,067; die r;o^chwindigkeit war bei 
diesen letzteren \ ersuehen 9 bis 15 m pro Sekunde. Eiffel ver- 
bindet dieses Kesultat mit dem aus den Jp'all versuchen und folgert, 
daß der Widerstandskoeffizient von dem Werte ifes 0,065 an mit 
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der FlattengröSe wächst und Bieh dem Wert A;=3 0,080 bei sehr 
grofien Platten asymptotisch näbert, gemäß der Kurve Fig. 31. 

Man erkennt aus dies«! Vwsuclien, dafi der experimentell ge- 
fundene Wert für den Widerstandskoefllzienten k höher liegt, als der 

theoretische, wie es auch anzunehmen ist, da die Wirkung der Kan- 
ten bei dem letzteren unberücksicht l^'-t 'geblieben ist. Ungeklärt 
bleibt allerdings die Zunahme des Koetiizieiiten mit der Flächen- 
größe, die von mehreren JExperimentatoren bestätigt wurde. 




Fig. d'2. Widorstandskoeffizient einer länglichen ebenen Platte bei 
senkrechter Inzidenz, abhängig vom SeitenTerhältnis l nach Eiffel 
(Kurve I und U) und Prftndtl (Kurve HI). 



Ist die Platte nicht quadratisch, sondern liat sie rechteckige, ge< 
streckte Form, so nimmt der Wert von k elienfalls zw, wie es auch 
die Tlieorie verlangt: denn die vernachlässigte Kantenwirkung 
wird von <rrrißerem Einfluß, indem das Verhältnis Kantenlän^^e zur 
Flächengröiie beim Kechteck größer ist als beim Quadrat oder Kreis. 
Auch die Kirehhoff-Lord Baleighsohe Betrachtungsweise, die 
zu dem Werte 1; = 0,066 bei einer unendlich brdten Fläche führt, 
Ifißt eine Widwstandsabnahme mit abnehmoidem SeitenverhUtnis 
erwarten. Denn sie geht von der Voraussetzung- aus, daß die 
Luft an der Vorderfl&cbe der Platte nur in einer Richtung abströmt, 
also nur eine Strömung in Richtung der Schmalseite stattfindet; ist 
aber die Platte nielit unendlich breit, so muß auch ein Abströmen 
der Flüssigkeit in Kichtung der Breitseite stattfinden und dadurch 
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die mittlere Strömungsgeschwindigkeit yor der Vorderflftche gröfier 
sein, als sich aus der Lord Baleighschen Formel ergibt. Dies 
bewirkt aber eine Verringerung des mittleren Druckes in Richtung 
der Strömung, also auch eine Verringerung des Gesamtdruckes. 

Die Resultate der verschiedenen Messunjren sind in Fi;;. 32 
dargestellt, in der mit l das Verhält nis der gröliercn zur kleineren 
Seite bezeichnet ist: Kurve I gibt die von Ei f fei in bewegter Luft 
erhaltenen Werte bei einer konstanten Fläcliengröße von 225 qcm, 
Kurve II ist das Resultat seiner FallTersuche bei ein«* fläehengrOBe 
von '/g qm«» 1260 qcm. Eil fei schließt ans dem Vei^leich dieser 
zwd Kurven, daß der Widerstandskoeffizient k bei größeren Platten 
weniger stark veränderlich ist. Kurve III ist das Ergebnis d^ 
Göttinger Versuchsanstalt, bei dem indessen nicht die Plattenprröße, 
sondern die Breite ):iei veränderlicher Länge konstant gehalten wurde, 
und zwar war die Breite 7 cm, die Länt^e 7 bis 70 cm; diese Kurve 
enthält demnach nicht nur den Liniluii des Seitenverhältnisses, 
sondern auch den der Größe; dies erklärt hinreichend die stärkere 
Widerstandszunahme mit X. 

II. Widmtuid ^er gegen dei Wind geneigten 

ebenen Fliehe. 

Bei einer gejren den Wind geneigten Fläche müssen wir U\ nami- 
schen Widerstand und Heibunc^swiderstnnd scharf voneinander trennen. 
Die Richtung des crsteren fällt in die Flächennormalc, die des letzteren 
in die Sichtung der FIftche. Ist der Neigungswinkel der Fläche 
klein, so Ist der Reibungswiderstand nicht mehr zu vernacldässigen 
und der resultierende Druck ist gegen die Flächennormale geneigt. 
Da nun b^de Widmtände, wie wir gesehen haben, von verschie- 
dener Potenz der Geschwindigkeit und Flächengröße abhängen, ist 
es nicht möglich, die Resultate mittels einer Widerstandskonstanten 
anzugeben, sondern es sind zwei Konstanten erforderlich. 

Dieser Umstand ist leider von fast allen Experimentatoren unbe- 
rücksichtigt geblieben; daraus folgt, daß die gefundenen Werte für den 
Widerstand nicht ohne wdteres auf andere Geschwindigkeiten und 
FlächengrOßen übertragbar sind, und es erklärt sich dadurch ihre 
starke Abweichung unterelnandw. Für die Flugtechnik, die mit so 
kleinen Neigungswinkeln arbeitet, daß der EeiburiL'-s 'Widerstand von 
großer Bedeutung wird, wäre demna< h eine nochmalige Durchsicht 
der Kesultate von unschätzbarem Werte. 

Für den dynamischen Widerstand allein liefert unsere Theorie 
bei einer reibungslosen Flüssigkeit je nach Ausbildung der 
Kanten zwei verschiedene Strömungsmöglichkeiten und demnach 
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auch zwei verschiedene Wider^^tandskonstanten. Bei scharfen Kanten 
cr^nb su'li das Struinungsbild Fig. 16. bei wenig-er scharfen Kanten 
und liimoiclu'iid kleinem Neig-ung-swinkel das SlrOmung'sbild Fig. 18. 
Bei diesem liabeu wir au der Rückseite eine mit der Entfernung 
Ton der Anblaskanto abnelimeiide Geschwindigkeit. Nach der 
Theorie von Prandtl maß dies in einer reibenden Flüssigkeit zu 
einw Ablösung der StrOmnng von der Platte ffihren, d. h. zu einem 
Strömungsbild gemäß Fig. 10, nur mit dem Unterschiede, daB die 
„Diskontinuitätsfläelie" nicht schon an der Anblaskante ansetzt» 
sondern an einer auf der Flächenrückseite liegenden Kurve. 

Bei einer Fläche, die in Richtung der Strömung kleine Dimension 
hat, wird dadurch für den größeren Teil der Fläche das Bild Fig. 18 
mit entsprechend hoher Widerstandskonstante maßgebend sein. FQi' 
in Richtung der Strömung sehr breite Flttehes dagegen bei dem 
größeren Teil der Fläche das Bild Fig. 16. Bdi nahezu quadratischen 
Platten dürfte je nach der Eantenausbildung bei einem bestimmten 
Neigungswinkel ein Übergang von dem einem zum andern Strömungs- 
bild und damit eine plötzliche Änderung der Widerstandskonstanten 
eintreten. 

Somit hängt schon der flynamische Widerstand stark von 
der Kantcnausbildung und der Flächengrößc ab. Für die Aviatik 
direkt Terwendbare Veranehsergebnlsro dflrften nur dann erzielt 
werden, wenn die Form der Flächen — Eantenausbildung und 
Stärke — bwücksichtigt wird und wenn femer die Flächen- 
größc von derselben Größenordnung ist, wie sie in der Aviatik Ver- 
wendung findet, oder wenigstens so groß ist, daß die Wirkung der 
Kanton nachgewiesenermaßen ohne Bedeutung' bleibt. Allerdings 
wird man dann zu einer Versuchsanordnung zurückkehren müssen, 
bei der die Fläche in ruhender Luft bewegt wird, da es kaum 
möglich erecheint, einen fttr große Flächen genügend breiten, gleich- 
mäßigen und wirbelfirelen Luftstrom herzasteilen. IMe Bewegung 
der Fläche würde am besten geradlinig in einer langen, hinreichend 
breiten Halle geschehen, um die Zentrifugalkräfte nnd die Luft- 
zirkulation zu vermeiden, die beim Bundlauf auftreten. 

Dies vorausgesc hiekt, seien im folgenden die wichtigsten bis- 
her erhaltenen Resultate mitgreteilt. 

Drücken wir den Gesamtwiderstand durch die Formel aus: 

JC^fr.-jPT«, (62) 

wo F die Größe der Fläche in Quadratmetern (also nicht die Pro- 
jektion der Fläche!), V die Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde 

und K den Widerstand in Kilogrammen angibt, so ist ka eine von 
dem Neigungswinkel abhängige Zahl, die von Flächeaform und Ge- 
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schwindigkeit unabhängig sein müüte, wenn die Formel streng 
richtig wäre. 

Die Werte, die Dines, Laugley, Eiffel, Föppl für ka bei 
einer quadratischen Platte fanden, sind in der Fig. ZB eingetragen. 
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Fig. 33. Widerstandakojeffizieiit einer quadratlBohen ebenen Platte, abLau^ig 
vom Nieigangewinkel, nad» L»ngley I, Dinea n, Eilfe] III, FOppI IV. 

Die Kurve von T.angley (Knrve l) \Mirdc mit einer Messing-platte 
von 30,5 cni Seitcnkaiitf erhalten bei etwa 3 miu Dicke und scliarfen 
Kanten. Dines (Kurve II) benutzte Platten mit einem Querschnitt 
gemäß FiV. 34 von 10 bis 30 cm Seitenlänge, Eiffel (Kurve III) 
i„i -- ——~-r,rr^ Platten von 26 cm Sdtenlänge und 3 mm 
j^-g 34 Dicke bei scharfen Kanten« Föppl (Kur- 

ve IV) Platten von 12 cm Seitenlänge, 
1,7 mm Dicke mit abg:erundeten Kanten. 

Man erkennt aus der Fiprnr, daß das Strömungsbild ^emäß den 
Kurven von Dines, Eiffel und Föppl bei rcsp. 34", 38" und 42^ 
iimRchlft^t. ein Umstand, der offenbar durch die verscliiedciic Kanion- 
Husbildung hervorgerufen wird. Je größer der Winkel, bei dem 
das StrOmungsbild sich ftndert, desto hoher ist auch der Haxlmal- 
drnck, der erreieht wird. Interessant ist, daß es Föppl gelang, 
zwischen 38^ und 42*^ beide Strümungsbilder zu erhalten und dem» 
entsprechend für ein und denselben Neigungswinkel zwei ganz ver- 
schiedene Widerstandskocffizknten, wenn er das eine Mal von kleinem 
Neigungswinkel, das andere Mal von einem groAen Neigungswinkel 
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ausging. Da Dines mit bewegter Platte in ruhender Luft nrhf^'iieie, 
kann der „Höcker" der Widerstaudskurve nicht durcii /u kleinen 
Querschnitt des Luftstromes bei den Versuchen von Eiffel unu 
Föppl verarsaeht sein. Unklar bldbt nur, warum Langley und 
andere Experimentatoren diese Erecbeinimg nicht gefunden haben; 
mfiglieh ist indessen, dafi sie den „Höcker" als tinwahrscbanlich 
unberücksichtigt ließen. Auffallend ist femer, daß nur Dincs eine 
Ahnahme des Druckes bei Neigungen der Platte von 90" bis 50*^ 
gemäß unserer Theorie fand, Pöppl keine DrnrkHnderung und 
Eiifel von Anfang an eine wenn auch nur geringe Drucksteigerung; 
es ist zu vermuten, daß der zu geringe Querschnitt des Luftstromes 
gegenüber der Plattengröße die Veranlassung dieser EJrscheinung ist. 

Alle vier Forscher finden bei kleinem Neigungswinkel nahezu 
FropordonalitiLt mit a reep. sincc. Stellen wir dementsprechend fQr 
kleine Winkeice die Formel aaf: 

K^cFV^iina (öS) 

so wird beiLaugley c = 0,146 bis 0,loO, bei Diues c = 0,164 bis 
0,165, bei Eiffel c= 0,144 bis 0,155, bei FOppl c= 0,127 bis 
0,151 bei einCTi Neigungswinkel von 10^ bis 20^. Als Mittel ans 
diesen Versnchen kann man für die quadratische Platte tfB0,15 
setxen. 

Sind die Platten nicht quadratisch, sondern rechteckig mit 
verschiedener Seitenlftnge, so flacht sich nach den VOTSUchen aller 
Forscher der Höeker der Widerstandskurve ab und ver-chwindet 
bei langgestreckten Kechteeken ganz. Bezeichnet mau mit / das 
Verhältnis der Breite B senkrecht zur Strömung, zur Länge L in 
Kichtung der Strömung, so erhielt Eiffel die in Fig. '6b eingetragenen 
Werte für \ 1; 2; 3; 6; 9; hierbei war allerdings die Platten- 
gröBe verschieden, nftmlicb 15 X 45 ; 25 X 25 ; 30 X 15 ; 45 x 15 ; 
90X15; 90X10 cm. Ganz analoge Knrven bekamen Prandtl 
und Föppl, die Platten mit einer Länge von 12 cm und verschie- 
dener Breite untersuchten. Aus diesen Kurven ergibt sich das 
interessante Resultat, daß die starke Widerstandserhfthnng, die bei 
«luadratischer Platte bei etwa 40" Neigung auftritt, bei einem großen 
Wert von X versehwindet und bchon bei / ^ ;j das absolute Maxi- 
mum bei 90'' liegen bleibt. Andererseits wird bei kleinen Winkeln 
der Widerstand mit steigendem l fortgesetzt großer. Dies beruht 
indessen teUweise anf Täuschung, denn nach unseren theoretischen 
Gl^chungen gewinnt mit zunehmendem X die Reibung immer mehr 
an Bedeutung und kann sicherlich bei x = 0 und « = 5® nicht 
mehr vonachlässigt werden, wie es bei Aufstellung der Gleichung 52 



Digitized by Google 



80 Besoltate über dm Loftwideratuid einiger wiehtiger Kttiperformen. 



geschah. Auch der btiinwiderstaud der Platte von 3 mm Dicke 
nimmt mit abnehmender Flaitentiefe zu. 

Die Gleichmig 63 gilt auoli bei der reobteekigen Platte ange 
nfthert; man erbftlt far die Konstante e am Fig. 86 bei einem 
Neigungswinkel von 10^ die Werte: 0,087; 0,144; 0,179; 0,804; 
0,260; 0,266 ffir die resp. Seitenverhältnisse = ^ ; 1; 2; 3; 6; 9. 
Man erkennt demnach eine merkliche Zunahme der Konstanten c 
mit X\ allerdings wird der Winkel, für den die Proportionalitfit 
noch gilt, mit zunehmondem k immer kleiner. 
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NeJgungswinM et, 

Fig. 35. Widerstandskoeffizinnt einer rechteckigen ebenen Platte bei 
verschiedenem Seitenverhältnis, abhängig vom Neigungswinkel. 

Die Drackverteiiang auf Vordw- nnd Rückseite der Platten ist 

yon Eiffel eingehend untersucht worden, dieselbe gibt im wesent* 
lidben eine Bestätigung unserer Theorie. Fig. 36 bis 39, die dem 
genannten Werke von Eiffel direkt entnommen sind, lassen er- 
kennen, daß .':;ich bei 20" Xfitrunf;: der quadratischen Platte starke 
negative Drucke auf der liuckseite in der Nähe des Aublasrandcs 
ausbilden, ein Beweis dafür, dali die Luft hinter der Platte groJie 
Gesehwindigktit besitzt. Bei 60^ Neigung haben wir dagegen einen 
fast konstanten Druck hinter der Platte, dar beweist, daß sich die 
Strömung vollständig von der Platte abgelöst hat. Bezüglich der 
Aufnahme dieser und ähnlicher Druckverteilungskurven gibt Eiffel 
an, daß er als Nullpunkt den Druck der ruhigen Luft in dem 
ITntersuchungsranm wählte; dann müßten aber sämtliche Drucke 
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negatives Vorzeichen haben und bei einem sehr kleinen Neigungs- 
winkel nicht beiderseits ein verschwindend kleiner Druck, sondern 
ein der Geschwindigkeit entsprechender negativer Druck herrschen. 
Es liegt hier demnach dne Unstimmigkeit in seinem Werke Tor, 
die aber tüx das Resultat ohne Bedeutung bleibt. 




Druckverteiloiig an einer ebenen quadratischen Platte, 50x50 cm, 

bei 20 QtbA Neiguug. 

Fig. Se. Vordflrt^t«. Fig. 37. BOokMite. 




Druckverteilung an einer ebenen quadratischen Platte, 50 X 50 om, 

bei 60 Grad Neigung. 

Fig. S8. Vordamite. Fig. 39. BUokaeit«. 

Um ZU prüfen, ob tatsfteblicb der bei 40" Neigung an der 
quadratischen Platte gefundene Doppehvert zwei verschiedenen Strö- 
mungen entspricht, liat Föp])I die Luftbewegung durch Zuleiten 
von Salmiiikrauch sichtbar gemacht. Die erhaltenen Bilder ent- 
sprachen tatsächlich, wenigsten? im Prinzip den Fig. 16 und 18, 
wenn man die in einer wahren Flüssigkeit sich ausbildenden Wirbel 
.an den Diskontintiitätsflächen berücksichtigt. 

Der eigenartigen Druckverteilung auf Vorder- und Bttckseite 
der geneigten Platte entspricht die Lage des Druekmlttelpnnktes. 
Derselbe rtlckt vom Hittelpunkt der Platte bei 90^ Neigung mit 
abnehmendem Neigungswinkel a gegen den Anblasrand hin, ent- 
sprechend der großen Luftgeschwindigkeit hinter dem vorderen 

Jf ertleneeen, GentM. 6 
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Teil der Platte bei starker Neigung. Die Lagen des Druekmittel- 
punktes, die Elf fei bei Plattod von 95 X 26 cm (>l = 1), 90 x 16 cm 
(^ = 6), 16X90 om fand, sind in Fig. 40 eingetragen.. 

Man siebt, dafi die VerBChier 
bnng desDrnc]cmittelpnnkte& 
an breiten Platten geringer 
Tiefe erst mit kleinen Nei- 
gungswinkeln größere Werte 
annimmt, dagegen an der 
schmalen Platte großer Tiefe 
schon bei mittleren Nei- 
gungen, um Bich allerdings 
dann bei zunehmender Nei* 
gung nur noch wenig za 
Andern. 

Um den Reilmngswi- 
d e r s t a n d fiir - i Ii besonders 
zu erhalten, können die Wi- 
derstandsbeobachtungen bei 
dem Neigungswinkel Null die- 
nen. Der Widerstand setzt sieh 
dann aus zwei Teilen zusam- 
men, dem gesuchten Rei- 
bungswidcrstande und dem 
Stirnwiderstandc, Melch letzterer dnrch die nicht zu vernachlflssi- 
gende Dicke der l'latte bedingt ist. Föppl sueht diesen dadurch 
zn eliminieren, daß er Platten verschiedener Dieke prüft und auf 
die Platte der Dicke Null extrapoliert. Er findet den Keibungs- 
widerstand Jeder Plattenseite f Or sich zu 

9 

bei F=6.3m pro Sekunde, i<^= 20 x 80 cnV-nnd }' = 0,00120. 
Kechnen wir diesen Wert nach unseren Formeln 47 resp. 48 

um, so finden wir für den Beibungskoeffizienten t& den Wett 1,0S 

gegenüber dem rechnerisch gefundenen Werte 1,33, eine immerhin 

gute ÜbereinstiraraiTn{2: hei der Schwierigkeit der Versuche und der 
üngenauigkeit der Extrapolation auf unendlich kleine Dieke. 

Auch die Versuche von Lan ehester^) über die Größe der 

F. W. Lanehdster, Aerodynamik, 1il>«tMtst von G. u. A. Bunge» 

§ 239 bis 247. 
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Fig. 40. Lage des Druckmittelpanktes einer 

rechteckigen ebenen Platto, abhängig vom 
Neigungswinkel bei veräcbiedenem Seiten- 
▼erMItttis. 
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Reibung ergeben Werte für Cw, die in der Nähe der Einheit liegen, 
wenn man den Koeffizienten ^ seiner Messung nach den angegebenen 
Versuebsdaten, soweit es möglich ist, uiDrechnek. Donnadi kann 
dia Formel für den Reibungswiderstand als experimientel bewiesen 
gelten, wenn es auch notwendig ersebeint, den Wert des Koeffi- 
zienten Cm noch eingehender zu prttfen. 

III. Widerstand einer gegen den Wind geneigten 
gekrümmten Fläche. 

Gekrümmte Flächen sind von Lilienthal in die Aviatik An- 
geführt worden. Ihre Bedeutung liegt in der auf S. 46 erklärten 
Tntsache, daß sie auch noch bei dem Neigungswinkel Null einen er- 
hebliehen Auftrieb erfahren und dadurch größere Auftriel}e erzielen 
lassen, als ebene Flächen gleicher Größe. Die Widerstandsverhält- 
nisse gekrümmter Flächen sind daher von Fraudtl, Föppl und 
Eif f el sehr eingehend bebandelt worden. Soweit es erwarten 
war> stimmen die Besnltate miteinander überein; allerdings gelten 
auch hier die Vorbemerkungen zum Teillli und es ist bei der 
Übertragung derBesuItate auf Flugflächen praktischer GrOße große 
Vorsicht am Platze. 

Handelt es sich im einfachsten Falle um kreiszylindrisch ge- 
krümmte Flächen mit der Erzengendon senkrecht zur Bewegungsrich* 
tung Fig. 41, so mißt mau die Krüm- 
mung zweckentsprechend durch ^^ggg:?^ " ■ ' "sst ^ 



Krümmungsyerhältnis. Als Nei« 

gnngswinkel wird allgemein der Winkel a zwischen Sehne und 
Bew^ungsrichtung angesehen. 

Fig. 42 gibt die Werte des Widerstandskoefflzienten ka der 
Formel 52 für verschiedene Seitenverliniinisse in seiner Abhiiufxig- 
keit vom Neigungswinkel für Flächeu mit dem KrüuimungsverhiUtnis 
1 : 13,5 wie sie von Eiffel festgesteiii wurden ; derselbe hält Flächen 
mit diesem Krümmungsverhältnis für die vorteilhaftesten Tragflächen 
bei Flugzeugen. Die Größen der Flächen waren hierbei: 15x90; 
26X35; dOxld; 46x15; 90X15; 90X10 cm. Ifan sieht, 
daß sich der Widerstand bei gekrümmten Flächen etwa in dem- 
selben Uaße mit dem SeitenTO*hältnis ändert» wie bei ebraen 
Flächen, und daß der Widerstand hei kleinen Winkeln stark mit l 
zunimmt. All^dings scheint bei >l = 6 der günstigste Wert nach 



das Verhältnis des Pfeiles / (Höhe 
der Wölbung) zur ganzen Sehne 
und nennt diesen Quotient das 




Fig. 41. 



6* 
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den Versuchen EiffeU erreicht zu sein, während der Widerstand 
nach Föppl auch nodh fflr k gtüBeie als 6 zimlimiit. 




Vü° 50° 60° 
Ntigung&»/tnktl a. ->■ 

Fig. 42. Widerstandskoeifiudent einer 1 : 13,5 gekrümmten sylindrischen 
Flatte mit Tenahiedenem SeitenTerhllltnia, abliAngig vom Neigungs* 

winkeL . 



Die Kurve für a=6 läßt erkennen, daß der kleinste "Widerstands- 
wert bei einem geringen negativen Werte von f.- erreicht wird; dieser 
kleinste Wert in Höhe von 0,005 ist durdi Stirn- und Reibungs- 
widerstand zusammen veranlaßt und muß gemäß den Vorbemer- 
kungen bei größeren Platten und größeren Geschwindigkeiten 
— Biftel «cperimentierte mdstens mit 13 m pro Sekunde — 
kleiner «lufallen. Bestimmt man die Konstante « bei A » 6 ans 
der Fig. 43, so bekommt man c = 0,416 bei 10° nnd c = 0,60 
bei 5^ wenn man den Winkel a vom Werte Null an rechnet. 
Eiclitigcr ist es indessen, den "Winkelte der Formel 53 von — 4,5" 
an zu zählen, wo der Widerstand seinen kleinsten Wert erreicht; 
man erhält dann c = 0,29 resp. 0,31 für 10" rcsp. 5** zwischen 
Flächensehnc und Bewegungsrichtung, also einen immer noch 
wesentlich höheren Wert als an einer ebenen Fläche. 

Da der Stimwiderstand bei zunehm«idem ErttmmnnssTerb&ltnis 
wächst, kann der Gesamtwiderstand, auch abgesehen vom Beibnngs- 
widerstand, nicht mehr normal zur Sehne stehen. Folglich genügt 
nicht die Kenntnis des Gesamtwiderstandes anr Bestimmung der 
zwei Komponenten in der Bewegungsrichtung (Bewegungs wider- 
stand) und senkrecht zur Bewegungsrichtung (Auftrieb). Das Ver- 
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hältnis dieser zwei Komponeuten ist aber für das Flugproblem von 
aiiBBchlaggebender Bedeutoog^. Infolgedessen sind von Eiffel und 
teilwdse aucb yon FOppl ZBhlrdche Versnche luitwnonimen worden, 
diese zwei Komponenten fUr die verschiedensten flfigelfoimen ge^ 
trennt zu bestimmen. Aus dem großen Versuchsmaterial ist In 
Fig. 43 das Ergebnis Ittr einige wichtige Formen heransgegrüfen. 




Fig. 43. Koeffizient des Bewegongswiderstandee und des Anltriebes i^, 
abbiagig vom Neigungswinkel iOr üfteben Tersehiedener grfimmnng und Form. 



Hier bedeutet ft, den Koeffizienten des Bewegnngswiderstandes, 
X>y den des Anftriebes, wenn die Formel 52 beiden Widerstands- 
komponenten zugrunde g"elef;t wird. WJlro der Gesanitwiderstand 
normal zur Flächensehue, so müßte k^:k^ = t^a sein. Es be« 
zieht sich 
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Kurve I auf eine ebene Fläche von 90x 15cm(A= 6) bei 3 mm 
Dicke, 

„ II auf eine gekrtlmmte Fläche von 90 X 15 cm, 2 mm Dicke, 

KrOmmimgaverliftltiiiB 1:27, 
„ III auf eine gekrümmte Fläche von 90 X la cm, 2 mm Dicke, 

Krümmnn^sverhälinis 1 : 13,5, 
„ IV auf oinc trokrümmie Fläche von 90X15 cm, 2 mm Dicke, 

Krüiiiuuni^^svcrliältnis 1:7, 
„ V auf eine Fläche von 90X16 cm, die auf der unteren 

Seite eben, auf der oberen mit einem KrümmungsverhAlt- 

nis 1 : 15 gew51bt Ist (Fig. 44), 
„ VI anf eine vogelflUgelfOrmige Fläche derselben Dimension 

mit einem Querschnitt gemäß Fig. 45. 




«fl- 



Fig. 44. 



Fig. 45. 



Aus den Kurven erkennt man, daß die Vcrtikalkomponente 
mit der Krümmung erheblich zunimmt, allerdings auch die üori- 
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Fig. 46. Bewegungswiderstaud im Verhältnis zum Attfirieb^, abhängig vom 
Neigungswinkel lUr MlLeliein versoliiedener KiUmmang und Form. 



zonlalkomponente. Interessant sind die Kurven V und VI, die 
zeigen, daß nicht nur die Krümmung der unteren Seite, sondern 
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aoeli die der oberen Seite yon Bedeutung ist, wie es die Theorie 
Terlangrt, und. daß trots erheblicber Flflgeldicke der Stimwiderstand 
verhältnismäßig klein bleibt, da fflr genügende YerUkngemng des 

hinteren Flügelteiles geeoi^ ist. 

Das Verhältnis zu abhängig vom Neic^nnofswinkol der 
Sehne zur Bewegungsrichtung- ist in Fig. 46 für die sechs er- 
wähnten Flächenformen eingetragen. Die g-estrichelte Linie gibt 
den Wert des tg a au. Nach diesem Diagramm stimmt der Wert 
von k^-.k^ bei der ebenen und wenig gekrOmmten Fläche bis etwa 
10® herab mit dem Werte des tga nahezu übereiii, fftUt bei der 
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Fig. 47. Lag« d«e l>nu kmittelpunktes, abhKngig vom Neigirngsvinkfil 
bei Fl&clLBii Tencfaied«n«r Form. 



Stark gekrümmten Fläche aber merk lieh kleiner aus. Bei sehr 
kleinen Neigungen wird schließlieh Ixeibunfj^s- und Stirnwiderstand 
Überwiegen, und es erreicht iutolgendessen : k^ bei einem be- 
stimmten Neigungswinkel ein Minimum, das zrwiachen 2® und 6* liegt. 

Eine weitere Eigentümlichkeit gekrttnmiter Flächen ist die, daß 
der Druckmittelpunkt selbst bei kleinen Neigungen von 6' bis 10'' 
angenähwt in der Flächenmitte bleibt. Denn der Auftrieb, der aus 
der Krümmung beim Neigungswinkel Null resultiert, greift natur-« 
gemäß in der Fläehenmitte an und verrückt durch seine überlefren- 
heit den Angriffspunkt des Gesamtwiderstandes stark fj:ef;en die 
Mille der Fläche. Fig. 47 gibt die Lage des Angriffspunkte» bei 
der ebenen (Kurve 1), */i3^ gekrümmten (Kurve II) und der seg- 
mentförmigen Fläche (Kurve III) an. Während sich hiemach der 
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Diuekmittelpnnkt bei der ebenen Fliebe von etwa 16 Neigung an. 
schnell dem Anblasrande n&bert, rttckt er bei d«r gekrttmmten 

Fläche wieder zur Plattenmitte hin, nm bei negativen NeigangS' 
winkeln zunächst die hintere Plattenhälfte zu erreichen, und dann 
wegen den Reibungswiderstandes unbestimmt zu werden. Bei noch 
größerer negativer Neigung rückt der Druck auf die konvexe 
Flächenseite und liegt dann wieder auf der vorderen Plattenhälfte. 

IV. Widerstand von Doppelflächen. 

Verbindet man zwei benaebbarte Flftehen fest miteinander, so 

wird der Widerstand beider Flächen zusammen kleiner ausfallen, 
als die Summe der Widerstände beider Flächen einzeln für sich 
genommen, solange die zweite Fläche in einem Strömungsbereich 
liegt, in dem die durch die erste Fläche bedingte Strömungsstörung 
noch Dicht durch Wirbelbildung ausgeglichen ist. 

Befinden sich z. B. zwei Flächen normal zur Strömung dicht hinter- 
einander (Fig. 48), so bUdet sieb, wie wir im letzten Kapitel saben, 
^ hinter der Fläche zunächst ein Gebiet sehr 

'* '* kleiner Geschwindigkeit aus, in welchem der 
statische Druck mit der Entfernung von Fj zu- 
nimmt. Folglich haben wir auf der Vorderseite 
*" der Fläche F., einen kleineren Dru' k als auf 

der Kückseite und einen resultierenden Druck, 
der der Strömung entgegen gerichtet ist; somit 
^. ^ wird die Fläche gegen die Fläche F^ hinge- 
^' zogen. Dies bewirkt, dafi der Widmtand bei* 
der Flächen zusammen, kleiner ist als der der Fläche alleine. 

Eiffel untorsuehte zwei Ereissolieäben von 80 cm Durch- 
messer bei 18 m Luftgeschwindigkeit >. vf rschicdcner Bnt' 
fernung voneinander und fand, daß der Widerstand beider zu- 
sammen bei einem Abstände von etwa 45 cm, also dem fachen 
Durchmesser am kleinsten wird, und zwar etwa 30^/^ kleiner als 
der einer einzelnen Scheibe. Bei einer Entfernung vom 3 fachen 
Durchmesser ergab sich erst der 1^/, fache Widerstand einer ein- 
zehaen Scheibe. 

Von Wichtigkeit wäre es, zu untersuchen, wie sich diese Vei* 
'hältnisse mit der ScheibengrOfle, Lultgeschwlndigkeit und dem 

Reibungskoeffizienten (Temperatur) ändern, um a if riicsc Weise 
einen Anhalt über den Koeffizienten C/t unserw Formel 49 zu be- 
kommen. 

Da die Eigenscliaften zweier febt miteinander verbundener ge- 
neigter Flächen für die „Doppeldecker" von großer Bedeutung sind, 



Y. Wideretand von Botationskörpern. 89 

hat Eiffel diese für Tenchiedene Flftehentonneii und Fl&ehen- 
abstftnde näher nntersncht» und es muß bezüglich der ^nzelheiten 
anf seine VeröfiPenÜlchnng verwiesen werden. Er findet den Wert 

von k^, bezogen anf die Summe beider Flächen, bei ^nem Ab- 
stände derselben von 'j.^, ''3, *;'g ihrer Tiefe voneinander, nm resp. 
35^ Vj, '60*^ Q, 25®'' ,j vermindert, wenn er ebene Flachen mit X = 6 
verwandte. Mit Flächen eines KrümmungsverhältniBäeü ^1^,5 erg-aben 
sich bei denselben Abständen eine Verminderung von -it^lQ, SS'^/gi 

k 

18*^/o. Die Werte von jf- findet Eiffel bei Doppelfiächen nm gut 

30^/0 hoher liegeui weist aber bereits selbst darauf hin, dafi diese 
Erhöhung vorpehmlieh durch den Stimwiderstand der verbindenden 
Streben veranlaßt wird. 



V. Widei'stattd von Rotationskörpern. 

Bei Rotationskörpern größerer Lünge ist der Reibungswider- 
stand von wesentlicher Bedeutung, er kann sogar der ausschlag« 
gebende Widerstand werden, wenn durch j asspnde Form von Stirn- 
fläche und Schwanzstüjck der dynamische Widerstand stark herunter- 
gedrückt ist. Um daher Versuchsresultate auf andere Körpergrößen 
und Luftgesehwindiykeiten übertragen zn können, wäre es für diese 
Untersuch unf^en unbedingt nutig, den Koeffizienten des Reibungs- 
widerstaudeb und des dynamischen Widerstandes gesondert zu be- 
stimmen, etwa durch Ausfflbrung der Versuche mit zwei stark von* 
einander abwdchenden Geschwindigkeiten oder mit zwd verschieden 
großen, aber ähnlichen KOrpem. Handelt es sich z.B. um den 
Widerstand eines langgMtreokten zylindrischen Körpers und nm 
ein Versuchsmodell mit ^ ',00 der natürlichen Dimensionen, so ist 
der Modollquerschnitt lOOOOmal kleiner als der natürliche Quer- 
schnitt und demnach aneh der dynamische Widerstand, wenn man 
von der Widerstandsverminderung durch die Verlängerung absieht. 
Der Reibungswiderstand desMüdclletj ist aber nur 100 VlOO = lOOOmal 
kleiner als bei dem natürlichen Körper, und es ist durchaus nicht 
gesagt, daß die dynamische Wid«:standsvamindemng durch die 
Verl&ngwnng, also der Koeffizient C/t unsere Formel 49 eine der* 
artige OrOße oreieht. daß trotzdem dynamischer Widerstand und 
Relbnngswiderstand beim Modell nnd einem KOrper natttrlicher 
Größe in gleichem Verhältnis zueinander bleiben. 

Trotzdem legen fast alle bisherigen Forscher für den Wider- 
stand die Formel 

K=kfFV^ (54) 
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zngrande, in der F den gröflten Querschnitt s«ikreclit zur Be- 
wegnngsrichtong in Quadratmetern, F die Geschwindigkeit in Metern 
pro Sekunde nnd K den Widerstand in Kilogrammen mißt. Nach 
dem oben Gesagten >vird der Koeffizient Xy nicht nur von der Köi-per- 

form abh?inf]fic:^ werden, sondern auch verschieden auBfallcn, je nach 
Größe des Körpers und der Luftgcschwindig-keit. Trotzdem seien 
in folgendeui einif^c Werte von an «gegeben, wie sie in den ver- 
bcliiedeneu Versuchsanstalten gefunden wurden. 

Dines fand bei einer Geschwindigkeit 
von 9 m pro Sekunde an einor Kreisplatte von 
16 cm Durchmesser geringer 0icke (Fig. 49) 
0,083, bei der gleichen , Scheibe, ab^ 
12 cm Dicke (Kreiszylinder von 12 cm Länge 
Fig-. 50) Ä'^= 0,053, also bei einer Verlänge- 
Fig. 49. Fig. 50. run^'^ um Rngfenfthert den Durchmesser eine 

Widerstands vei-minderun^' um rund 25 '^ .j. 
Eif fei erhielt bei einer Geschwindigkeit von 12 m pro Sekunde 
floi einer Sehdbe von 15 cm Durchmesser 0,066, und bei einem 
Zylinder von 15 cm Ijftnge der gleichen Gmndflftehe 0,055, also 
nur eine Widerstandsvennindening um ca. l?*^/^. Bei einer Zylinder- 
läng^ von dreifachem Durchmesser, also 45 cm, erhielt er bei der 
angegebenen Geschwindigkeit den kleinsten Wert, nämlicb 0,051 
oder 23 "^/o Verminderung gefreniiher der Scheibe. Von dieser Länge 
an nahm der Widerstand durch die Wirkmif; der HeiiMHi«;^ an dem 
Zylindermantel wieder etwas zu und erreiclite bei 141 i. Iier Länge 
den Wert von 0,059. Nach unseren Formeln für den Luftwider- 
Stand ist zu erwarten, da6 In einem Lnftslsrome größerer Ge- 
schwindigkeit der kleinste Widerstand erst bei einer grölleren 
Lange auftritt, da bei höherer Geschwindigkeit der Bei- 
hungseinfluß immer mehr zurücktritt. 

Bei einem Zylinder Fig. 51, mit seiner Achse senk- 
recht gegen die "Reweri^nnfrsrichtung prestellt, erhält Eif- 
fel bei der angcführUii Geschwindigkeit den Wider- 
ätundskoeffizienten 0,040 bei 15 cm Durchmesser des 
Zylinders, 0,060 bei 3 cm Durchmesser. Föppl be- 
konmit bei ebenfalls etwa 12 m pro Sekunde und einem 
Zylinder (Draht) von 1 cm Durchmesser 0,061, bei 1 mm 
Fig. 51. 0,065, bei 0,8 mm Durchmesser 0,080 und bei 0,05 mm 
Durchme>;>;er 0,11. Diese ZiuKiliine des Widerstandskoef- 
fizienlen mit abnehmender Drahtdicke ist offenbar dem immer 
stärker werdenden Einfluß der Reibung zuzuschreiben, eine Ther- 
ie^MHiir. dir ■A\\r\\ mit der 'l';itsachi> ühereins'. iuimt, daß der Koeffizient 
bei kleinerer Luftgcschwindigkeit gröüer ausfällt. 



Digitized by Google 



V. Widerstaud vou Itotationskörpern. 



91 



Für eine Vollkng^l von 25 cm Durchmesser findet Eiffel den 
auffallend kleinen Wert von 0,011, fQr eine Halbkugel mit der ge- 
wölbten Flttche gegen die Bewegnngsriebtung geteilt 0,021. 




Fig. 54. Fig. 55. 



Für einen Keg^el jj^eniäß Fig. 52 fand er 0,0.'52, für einen Ke^el 
Fig. 53: 0,021, nnd schließlich für einen Körper gemäß Fig. 54: 
0,010 und gemäß Fig. 55: 0,0055. Der Vergleich der beiden letz- 
teren Werte läßt den grofien Einfluß der rückwärtigen Verlängerung 
erkennen. 
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Neuntes Kapitel. 

Die zum Fliegen benötigte Leistung. 

Die Kunst des Fliegens ist eine der ältesten physikalischen 
Aufgaben, die trotz unzähliger Versuche erst in den letzten 10 Jahren 
gelöst wurde. Der Grund hieifttr liegt darin, daB es erst Anfang^ 
dieses Jatarhund^s gpdansp, binreichoid leichte Hotore za bauen, 
d. h. Motore, die pro Kilogramm Gewicht genügende Leistung ent- 
wickeln. Dampfmaschinen, Gasmotore, Elektromotore einsehließlich 
der Stromquelle in Form von Akkuiuulatorcn oder Elementen wogten 
mindestens 100 kg pro Pferdekraft, während ein guter Benzinmotor 
nur 2 bis 3 kg pro PS wiegt. Hinzu kommt die gute Leistuugs- 
ausnützung des Benzinmotors mit einem Verbrauche von etwa nur 
0,3 kg Benzin pro PS-Stunde. Es ist demnach eine leichte Arbeits* 
quelle die Grundbedingung für die Herstellung eines Flugzeuges 
und es spitzt sieh das ganze Flugproblem in d^ Hauptsache auf 
die Frage zu; Eine wie große Leistung für jedes Kilogramm Ge- 
wicht ist notwendig, um einen Körper schwebend zu erhalten und 
von welchen Faktoren hängt diese Zahl ab? 

Bei der Beantwortung dieser Frage auf Grund der von uns 
abgeleiteten Widerstandsgesetze sind drei Arten von Flugzeugen zu 
uutersciieiden: 

1. die Segel- oder Gleitflieger, wie sie bisher alleine im. Ge- 
brauche sind, 

2. die Scbwingenflieger, für die uns die Natur in allen Insekten 
und den FlattervOgeln hinreichende Beispiele zdgt, 

3. die Schraubenfli^er, denen ein Propeller mit yeitikaler 
Achse die nütige Hubkraft liefert. 

L Der Segelflieger. 

Die Möglichkeit des Segelfluges ist durch das Gesetz von der 
Orthogonalität des dynamischen Widerstandes einer bewegten Fläche 
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zu dieser gegeben. Es besteht ein Segelflieger in der Haupt-^ache 
aus einer Fläche F, der durch die Wirkung eines Propellers eine 
HorizoDtalgeschwindigkeit V unter kleinem Winkel zur Fläche er- 
teilt wird (Fig. 56). Sehen wir zunächst von der Flftchenreibung 
und dem Stirnwideratande der Flache ab, so steht die Drackkratt 
Bf die die Flache bei der Bewe- 
gang mit der Geschwindigkeit F 
erleidet, normal zu F und ist 
bei kleinem Winkel a gemäß der 
Gleichung 53 gegeben durch 




B = cFV^sma. Diese Kraft zer- jt— 
legen wir in zwei Komponenten: 
eine Vertikalkomponente die der 
Sdiwerkraft entgegenwirkt nnd des- ^K- ^• 

wegen als Auftrieb zu bezeichnen 

ist nnd eine Horizontalkomponente TT, die sich der Bewegung^ wider* 
setzt und demnadli Ton dem Propeller überwunden werden mofi. 
Soll das Flugzeug schwebend gehalten werden, so muß der Auf- 
trieb A gleich dem im Schwerpunkt vereinigt zu denkenden Ge- 
wichte G sein, also die Gleichung bestehen: 

^ = Ö=cJF* sinacos«. 

Soll andererseits der Propeller die Geschwindigkeit V aufrecht 
erhalten, so maü er eine Leistung L liefern, für die gilt 

ü = IT- F= c FT* sin« a ; 

daraus folgt 

~ = Vtga, 

(r 

oder, für V ans der ersten Gleichung seinen Wert 

y=l/ „ .'^ - (64) 

V e>^*since*cosa ^ ' 



In dieser Gleichung können wir noch, da a nur klein ist, ange* 
n&hert cosa==sl setzen nnd erhalten: 



t\\f>t ntitv 

G 



L 

Hier ist — die notwendige rrupellerleistung in Meterkilogram- 

G 

men pro Kilogramm Gewicht des Apparates und die spezifische 
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Flächenbelastunfir, d. h. das von jedem (Quadratmeter der Fläche zu 
tragende Gewicht. 

Die Gleichung 56 läßt zunächst erkennen, daß die benötigte 
Leistung um so geringer wird, je größer der Faktor c ist Wir 
sahen nun im vorigen Kapitel* daß e van etwa 0,16 bei ebenen 
quadratischen Hatten bis etwa 0,6 bei gekrOmmten rechteckigen 
Platten steigt; es ergibt sich demnach dne merkliehe Überlegenheit 
dieser letzteren. 

Ferner erg'ibt die (Heichung 56, daß die Leistung mit der 
spezifischen Flächenbelastung abnimmt. Nun kann man aber mit 
der Flächenbelastung niclit beliebig weit hinabgehen, sondern je 
größer der Apparat, desto schwieriger wird es, eine kleine Flächen- 
belastung zu bekommen. Denn das Eigengewidit der Fläche, das 
das Oesamtgewicht G vermehrt, nimmt sehr vid schneUef eu als diis 
FlAehengrOße, wenn diese die nötige Festigkeit haböi soll. Eine 
Flftche von beispielsweise doppelter Länge muß auch ein doppelt 
so starkes Gerippe haben, um dieselbe Festigkeit zu besitzen und 
wird daher, gleichartige Konstruktion vorausgesetzt, das vierfache 
Gewicht erreichen. Nennen wir demnach G„ das Gewicht der Trag- 
flächen, (tj das übrige (Jewicht des Fhi gapparates, so daß also 
G — G^ -(r.. ist, so können wir mit einiger Anniilicrung setzen 
Gf = aVF\ wo a eine von der Kunatruktion der Flügel abhängige, 
aber von ihrer Größe unabhängige Konstante ist, indem das Gewicht 
mit dem Kubus, die Fläche F mit dem Quadrat der linearen Di- 
mensionen wAohst* Setzen wir dann in unserer Gleichung 56 
für O den Wert Gi'\-aVT^ ein, so erhalten wir durch Differen- 
tiation nach F und NuUset^ung die Bedingung dafür, daß L den 
kleinst möglichen Wert annimmt. Auf diese Weise findet man als 
Bedingungsgleichung Oj^=^ayF* oder 

<S?t='|<S? . , (57) 

Unter den gemachten Voraussetzungen würde also die geringste 
Leistung benötigt werden, wenn die Tragflächen ^ \, des ganzen 
Gewichtes des Flugapparates wiegen. Da indessen einerseits die 
Lenkbarkeit und die Stabilität günstiger ^\ird, wenn die Trag- 
Ilttchen kleiner sind, andererseits das sich aus Gleichung 57 
ergebende Leistungsminimom dn nur sehr flaches ist und demnach 
die benötigte Leistung bei etwas kleineren Flächen nur wenig größer 
ansmiit, wfthlt man vorteOhaft die Tragflächen etwas kleiner als 
der Gleichung 67 Mitspricht. 

Hierbei kann heute bei den zur Verfügung stehenden Materialien 
als kleinster möglicher Wert der spezifischen Flächenbelastung bei 
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Eiruleckcrn kleinster Größe etwa 10 kg pro Quadratmeter, hei Rin- 
deckern mit ca. 500 kg Gewicht 15 biö 20 kg pro Quadratmeter an- 
genommen werden. 

Ordnet man zwei Flächen übereinander an, wie bei Zwel^ 
deokern, so ist die Vereteifiing leiehter, und man kann dadurch bei 
gleicheft Flächengewicht eine größere Gesamtflftehe erzielen. Dieser 
Vorteil wird aber nngenJir durch die gegenseitige Beeinflussung 
beider Flächen aufgehoben; denn wir sahen, daß durch eine 
derartige Anordnung der Widerstandskoeffizient c um etwa 26 ^/^ 
vermindert wird. 

Nach der Gleichung 56 wird ferner die Leistung mit dem 
Neig-iingswinkel a zu Null, und es könnte scheinen, daß es von 
Vorteil ist, den Xeipinc!:swinkel so klein wie möglich zu machen. 
Dies ist indessen zunüchbl aus praktischen Gründen nicht der Fall, 
wdl der notwendige Neigungswinkel nicht dauernd genau auf dem« 
selben Wert gehalten werden kann. Wfire z. B. a nur 1^ so würde 
eine Yming^arung' des Winkels um nur 1® durch einen geringe 
fttgigen Fehler in der Steuerung oder durch Änderung des Windes den 
ganzen Auftrieb vernichten und der Apparat abstürzen ; ist dagegen 
ct=\0^, so würde dei'sel ho Fehler das Gleichgewicht um nur 10^ q 
stören und fol^rüch leiciiter durch Verstellen des Steuers korrigiert 
werden kennen. Aus diesem Grunde dürften etwa 4^^ der kleinste 
zulässige Wert des Winkels a sein. 

Indessen bringt auch aus anderen Gründen ein Gleitwinkel 
unter 4° keinen Vortefl. Denn außer dem bisher behandelten Wider- 
stande W sind noch weitere Bewegungswiderstände zu berück* 
sichtigen, nümlich der Reibungs- und Stimwiderstand der Flug- 
fischen und der Stimwiderstand aller übrigen Tdle des Flugzeuges. 

Was zunächst Keibungs- und Stimwiderstand der Flugflttchoi 

angeht, so finden diese am besten durch Einführung der im vorigen 

Kapitel erliintorten Koeffizienten und Berücksiehtig'nnf»' unter 
Beachtung der exji» rinientell gefundenen Abhängigkeit dieser Koeffi- 
zienten vom Winkel «. 

Durch sie ausgedrückt haben wir die Beziehungen 



und 




folglich 




(58) 
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Nach dem Diagramm Fig. 46 bat der QnotieiLt 77 ein Minimum, 

infolgedessen mnJl anch ^ ein Minimum für einen bestimmten 
Neigungswinkel haben. Um dieses zu linden, iiaben wir aus Fig. 46 
Werte von und aus flg. 43 die Wert© Ton k^ zu entnehmen 



die 



und den Ausdruck 



VI 



zu bilden. Die Werte dieses Ausdruckes 



sind in dem Diagramm Fig. 67 eingetragen, und zwar I. für die 
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Fig. 57. Abhtogigkelt des Koeffizienten y TT Neigungswinkel b«. 
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Tersohiedener Flächenioim. 



ebene Fläche, II. für die 1/13,5 gekrümmte und Iii. für die vogel- 
fltigelfönnigc Fläche. Man erkennt, daß bei ebenen Flugflächen 8* 
Neignng der günstigste Flugwinkel ist, bei Flftchen mit einer Krttm* 
mung von 1/13,5 : 6** Neigung und bei vogelflügelfönnigen Flächen 7^ 
Indessen ist zu bertlcksiditigen, daß diese Kurven auf jeden Fall 
auf Flugflächen natürlicher GrOüe ttbertragen, etwas zu hohe Werte 
ergeben, da bei solchen Reibungs- und Stimwiderstand weniger ins 
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Oevicht fallen als bei den Modellen. Nimmt mau indessen in erster 
Annäherung die Werte als richtig an, so ergibt sich bei der 1/13,5 

gekrümmten Fläche der kleiustmögliche Wert von ~ 0,42. 

Mit dieser Zahl erhalten wir bei einer spezittechen Flftchen- 

belastung von 15 kg pro Quadratmeter aas Oleichnng 58 als not- 
wendige Leistung" pro Kilogrra^nim Gewicht eines Gleitfliegers 1,63 mkg. 
In dieser Größe ist der Stiruwiderstand des Flugapparates selbst 
noch nicht berücksichtigt, der sich aus dem Widerstand der Gondel, 
des Motors, der Insassen, der Verspannungsdrähte usw. ergibt. Be- 
zeichnen wir ihn mit F,, so können wir unter Vernachlässigung 
des Reibuugs\vider8tandes an der Gondel setzen W^^a^V*, wo o 
von der OrOfle und der Konatraktlon des Apparates abhängt Unter 
Einreebnung dieses Widerstandes wird der günstigste Fingwinkel 
noch etwas größer, als die eben ausgeführte Rechnung ergibt. Legt 
man für den Leistungs bedarf bei Berücksichtigung;? dieses Wider- 
standes die Formel 56 zugrunde, indem man W um vermehrt, 
so findet man durch Differentiation, daß derjenige Flugwinkel a 
der günstigste wird, bei dem der Stirnwiderstand ein Viertel 
des Gesamtwiderstandes ausmacht. Welcher Winkel dies ist, 
hangt naturgem&0 von der Art der Flngzeugkonstmktion ab. 

Anf jeden Fall ist i>ei dem hohen Prozentsatz dieses Widerstandes 
von dem Gesamtwiderstand möglichste Y^mindenuig des Stimwider- 
Standes anzustreben. Je größer das Flugzeug, desto günstiger werden 
die Verliältnisse, da der Sürnwiderstand quadratisch, die Motorleistung 
aber angenähert kubisch mit den linearen Dimensionen wftehst. 
Hierdurch wird der Nachteil einer größeren spezilischeii Flächen- 
belastung ungefähr ausgeglichen. Durch Vermeidung aller unnöti- 
gen Drahtverspannungen und Anbringung einer torpedoförmigen 
Gondel als Schutz für Fahrer, Motor usw. ist es neuerdings gelungen, 
den Stimwiderstand auf etwa 30% des Gesamtwiderstandea bei 
ca. 6^ Flugwinkel zu bringen. 

Berücksichtigen wir also den Stirnwiderstand durch einen 
Zuschlag von 30**/q zu der oben g^efundcncn Zahl, so erhalten wir 
als notwendige Motorleistung- für einen Gleitflieger 2,12 mkg pro 
Kilogramm Gewicht des Flugzeuges oder 

8,8 PS für 100 kg. 

Dies ist die erforderliehe Leistung des Propellers; berücksich- 
tigen wir den Nutzeffekt desselben, der im Mittel mit etwa 60% 
zu veranschlagen Ist, so bekommen wir ffir die vom Motor ab- 
zugebende Leistung: 

4,7 Fi) pro 100 kg. 

H*rtieii8ieii, Uesetze. 7 
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Diese Leistang bezieht sieh auf einen Flog in vollstttndlg 
rohiger Loft; nm im Winde absteigenden Lnftströmnngen begegnen 

za können, ist eine entsprechend größere Leistung erforderlich. 
Tatsächlich besitzen auch alle Flugzeuge Motore höherer Leistung. 
So hat der Albatros-Doppeldecker bei 670 kg Gewicht inkl. Be- 
mannung" einon Motor von 70 PS abo ca. 10.5 PS pro 100 kg, und 
die Rumplertaubc (' 1912 bei Ö7(i k-r (iowiclit uiul 100 PS Motor, 
17,5 PS pro 100 kg; allerdings hat diesem Flugzeug auch eine 
wesentlich grOAere Fläehenbelastung (26 kg pro Quadratmetw), als 
nnserer Rechnung zngnmde lag. 

IL Der Schwingenflieger. 

Die Möglichkeit des Scliwiugenfiuges ist dnrcli die quadratische 
Abhängigkeit des dynamischen Widerstandes von der Geschwindig- 
keit gegeben. Nach diesem Gesetze 
entsteht ein resultierender Auftrieb, 
wenn eine Fl&che derartig p^odisch 
anf und ab bewegt wird, dafi die 
Kg. 58. Abwärtsbewegung mit größerer Ge- 

sehwindigkeit als die Aofwärtsbewe- 
gunjr vor sicli peht. Ein SchwingenHieger ist in Fig. 58 schema- 
tisch dargestellt; ein Gewicht G wird durch zwei auf und abwärts 
bewegte Flüc^elfUlchen F schwellend ju^elmlten. 

Setzen wir kleine Schwinguiigsbögen voraus, so bleiben die 
Flttgel beim Schwingen nahezu horizontal, und der Widerstand, 
der zur Flftche nonnal gerichtet ist, fällt angenähert in die Yerti« 
kale, d. L die fiichtung der Schwerkraft. Bezeichnen wir mit 
F die gesamte Flügelfläche und mit dF ein Element derselben und 
bewegen sich die Flügel während der Zeit abwärts, wobei das 
Flächenelemcnt eine Geschwindigkeit r, annehmen möge, so wird 
dieses eiueu Widerstand dA^^ = kv^-dF finden, der fast o^anz als 
Auttrieb nutzbar wird. Hier bedeutet k den Widerstaudskoeffi/.ientcn 
bei senkrechter Inzidenz, der im letzten Kapitel augenähert zu 0,07 
ermittelt wurde. Nehmen wir famer an, die Winkelgeschwindig« 
keit der Flttgel sei während der ganzen Abwärtsbewegung 
konstant, so ist v^ = rj(»,, wenn der Abstand eines Flügel- 
dementes von der Drehachse des Flügels ist, und wir erhalten 
durch Integration über beide Flügelflächen den Gesamtauftrieb 
A^ = }^kFl\''. wenn F, die Geschwindigkeit der Flüg'elenden ist. 
Bewegen sicli sndann die Fliijj:el mit einer Gescliwindigkeit ]'.> (an 
ihren Enden) wüluciid einer Zeit 2], aufwärts, so erfährt der Körper 
einen Abtrieb, also einen negativen Auftrieb der Größe — ^kFV^^, 
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Ist nun die Schwingungsperiode T=I\ -\-T^ kurz, so kann das Flug- 
sscug wegen seitier Trägheit den einzelnen Impulsen nicht folgen, 
sondern «s kommt f Or seine Bewegung der mittlere Auftrieb wfthrand 
der ganzen Periode in Frage, nnd dieser ist 

Damit das Flugzeug gerade schwebt, niuü dieser Auftrieb gleich 
dem Gewichte G sein. Bezcielmen wir noch den Weg, um den sich 

die Fiügelenden hin und berbcwegen mit so ist T^~— und 

'i 

g 

T^ = — , und wir erhalten als Bedingungsgleichung für das Schweben: 
"9 

Ä^G^~kF{V^-V,). 

Diese Formel bew eist znn&cbst, dafi der Schwingenting möglich 
ist, solange > , die Abwärtsbew^ong der FlQgel also schneller 

erfolgt als die Aufwärtsbewegung. 

Tn analoger Weise können wir die zum Schwingen der Flügel 
benötigte Leistung berechnen. Bei seiner Abwärtsbewegung mit 
der Gesjciiwindigkeit muß ein Fiäclienelement den ganzen Wider- 
stand dAj überwinden, nnd es ist demnach hierfttr ^e liCistung 
dL^ = v^d Ä^^kv^^dF erforderlich. Durch Integration über die 
gesamte Flfigelf läehe F erhalten wir die zur Abwärtsbewegung be- 
nötigte Leistung i^^ — I k FV^^; dagegen ist die zur Autwärtsbewegung 
nötige Leistung L.,=^kFVj. Folglich ist die mittlere, während 
der ganzen Periode benötigte Leistung: ' 

oder für 2*^ und ihre Werte eingesetzt; 
hieraus ergibt sich: 

G~A Fl— F, * 

Dieser Wert für die aufzuwendende Leistung pro Kilogramm 
Gewicht wird bei einem bestimmten Verhältnis von F^ und 
am kleinsten. Um dies günstigste Verhältnis zu finden, setzen 
wir V, = e l'a , und differenzieren nach e. Man erhält hierdurch 

«=l-!-V2 als Bedingung für die kleinstmögliche Leistung. Wird 
also der Öchwingungsmechanismus so eingerichtet, daß dieses 

7» 
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nnd 



Verhältnis entsteht und sich die FIttgel etwa zweieinhalbmal so 
schnell abwftrts als aufwärts bewegen, so liefert unsere Fonnd 
für die spezifische Leistang zunftchst 

I = ^ [1 + (1 + Vä/J K. = 3.62 F. . 

Ferner wird bei diesem Verhältnis zwischen F, und 

2 4- Vi" 
i + yä *' 

nnd es liefert dieser Wert in obigem Ansdrack fOr Q Angesetzt: 

daraus folgt 

V kT 

Diese Gleichung ffir die Schwingenflieger onterscheidet sich 
Ton d«r Gleichung 56 resp. 58 für den Gleitfli^er nur durch den 

Zahlenfaktor. Mit Ä = 0,07 wird 23,6 ^ ^, während wir im 

günstigsten Falle für den Gleitflieger 0,42 hatten. Der Ver- 

gleich der 7.\\g[ Zahlen liißt die große Überlegenheit des Gleit- 
fliegers gegenüber dem Schwingen f lieger erkennen. 

Nehmen wir schließlich wieder für ein Flugzeug normaler Größe 
die spesiltehe FlttchenbelaBtung zu 15 kg pro Quadratmeter Flug- 
flftcbe an, so erhalten wir für die spezifische Leistung 91*5 Sekunden- 
meterkilogramm pro Kilogramm Gewicht oder 

122 PS pro 100 kg. 

Dieser Leistungsbedarf ist so groß, dali ein reiner Schwingen- 
flieger mit den heutigen Flugzeugmotoren nicht hergestellt werden 
kann; denn das Gewicht eines sieh^ arbeitenden Motors ist schon 
für sich allein etwa 2 kg pro PS. Auch wenn es gelingen sollte, 
wesentlich leichtere Hotore zu bauen, so bliebe die Verwendung 
eines Schwingentllegers der beschriebenen Art doch unmöglich, da 
die geringe Menge BrcTinstoff, die er zu tragen fähig ist, dem 
Apparat nur einen srhr kleinen Aktionsradius gestatten würde. 

Bei dein selir großen Leistmigs bedarf des Schwingenfliegers 
mag es auffallend erscheinen, daß sich trotzdem Insekten und kleine 
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Vögel ohne sonderliche An8treiig:uiifr durch reinen Schwingenflug 
schwebend halten können. Der Grund liiorfiir liegt zunächst darin, 
daß bei den kleinen Gewichten dieser Tiere und der vorzüglichen 
Konstniktioii der Flügel die spessifisehe Flftchenljelast&ng der flflgel- 
fl&chen viel kleiner ist, als unserer Becbnnng tfkr große Sehwingen- 
tlieger zngninde lag. Ein Sperling hat etwa ein Gewicht von 20 g 
und eine spezifische Fläehenbelastong von 1 kg pro Quadratmeter, 
eine Mücke ein Gewicht von 2,5 mg und eine spezifische Flächen- 
belastung von 0,2 kg pro Quadratmeter. Setzen wir diese Werte 
in unsere Gleichung 59 ein, so erhalten wir schon wcsentlicli ge- 
ringere Leistungen, nämlich 31,5 PS resp. 14,1 PS pro 100 kg Gewicht. 

Dies ist innncr noch eine erhebliche Leistung; indessen müssen 
wir beachten, daß die Muskelkraft eines Tieres durchaus nicht 
Beinern Gewichte proportional ist. Vielmehr kOnnen wir in roher 
ÄnnAherung die Muskelkraft dem Quereehnitt der Hoskeln propör- 
tional setsen, also dem Quadrat der linearm Dimensionen dM Tieres, 
während das Gewicht mit dem Cnbus der linearen Dimension«i 
wächst 

Ein Pferd von 600 kg Gewicht kann einige Zeit über etwa 
1 PS leisten; während nur einiger Minuten dürfte die Leistungs- 
fähigkeit des Pferdes auf 3 PS veranschlagt werden können. Wir 
hätten demnach bei einem Pferde 0,2 bis 0,6 PS pro 100 kg. Ein 
Pferd könnte sich demnach weder als Schwingenflieger noch als 
Gleitflieger für längere Zeit vom Boden erheben. Ein Sperling 



von 20 g Gewicht hat 1/ -r^— — 29,3 mal kleinere lineare Dimen- 



kleinere lineare Dimensionen als ein Pferd obiger Große. Infolgedessen 
kann eine Mücke mit derselben relativen Anstrengung, die ein 
Pferd bei einer Leistung von 0,2 bis 0,6 PS pro 100 kg aufwenden 
muß, 117 bis 3öl PS pro 100 kg aufbringen. Da sie nach obigen 
Ausführungen mir 14,1 PS zum Schwingenflug benf^tigt, erkennt man, 
(laß sich die Mücke ohne nennenswerte Anstrengung mittelst 
(lieser Flugart schwebend erhalten kann. Es dürfte ihr z.B. 
das Fliegen weniger mühsam lullen, als dem Menschen das Gehen, 
und erklärt sich hierdurch die grofie Behendigkeit dieser und ähn- 
lich leichtw Tierchen in der Luft. 

Dagegen bringt der Sperling bei derselben relativen Anstrengung, 
die das Pferd fttr die genannte Leistung machen mufi, nur 6,85 
bis 17,6 PS pro 100 kg Gewicht zustande. Da er zum Schwingen* 
flug 51,5 PS pro 100 kg benötigt, müßte er sich trotz seines wesent- 




sionen, eine Mftcke von 2,5 mg Gewicht hat 




0,0000035 



500 



= 685 mal 
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lieh muskulöseren KörperhaiK'« srewaltig anstrengren, nm sich durch 
Flatterflug schwebend zu criialtcn, wenn ihm nicht die Natur durch 
besondere Bauart der Flüj^'^el zu Hilfe körne. Diese sind nämlich 
bei allen Vögeln so konstruiert, daß die Flügelfläche F bei der Auf- 
wllrtsbewegung kidner . ist als bei der Abwärtsbewegung, und zwar 
wird diese GrOfientodoniiig dnrcb die knlissenfOnnige Anordnung 
der Flftgelfedern «artielit. 

In Fig. 59 seien a... die Kiele der einzelnen Federn, die 
sich leicht tordieren können. An den Federkielen sind die Feder- 
flächen unsymmetrisch verteilt, und zwar so, daß stets auf der 
linken Seite des Kieles eine größere Fläche vorhanden ist, als auf 
I der rechten Seite. Sohliigt nun ein 

I solcher Flügel nieder, *o bekommt 

^ ^ ^ ^ jede Feder links vom Kiel st&rkeren 
* ' ^ ■ Druck als rechts und snebt sich im 

^ Uhrzeigersinn um den Kiel zn drehen. 

Dadurch werden alle Federn zu einer 
festen Fläche zusammengepreßt. Schlägt dagegen der Flügel nach 
oben, so findet eine Verdrehung' dem Uhrzeigersinn entgegen statt 
(Fig. 60) und die Federn klaffen auseinander, verkleinern also die 
wirksame Fläche. 




t 




I^. 60. Fig. 61. 

Diese Torsionswii'kung der Federkiele wird besonders nützlich, 
wenn die Mittellagc der Flügel keine horizontale, sondern eine auf- 
wärts gerichtete ist (Fig. 61). Es ist dann eine nui* kleine Ver- 
drehung der Federn nötig, nm sie mit ihrer Ebene Tertikal zu 
stellen nnd jeden Druck beim Aufw&rtsschlag der Flügel zu ver- 
meiden. 

Nimmt man als Grenzfall an, daß die riügclfiache l»eim Auf- 
schlag bis auf Null sinkt, so ist der günstigste Fall der, daß die 

Aufwärtsbcwegnnjsr in versehwiiidend kleiner Zeit stattfindet, und 
man bekommt statt Gleichung 5ij die analoge Beziehung: 

X 
Q 

Es Ist lüso dann die Leistung 4,8 mal kidner als diejenige, die 
sich aus Gldehung 59 ergibt. Ist die Torsionselastizität der Feder« 



III. Der Solir«ub«nflieg«r. 



103 



kiele eine derartige, daß die wirksame Fltig^elfläche bei der Äuf- 
wärtöbewegung auf ein Drittel der ursprünglichen Fläche reduziert 
wird, 80 erhält man die kleinste Leistung, w^n Auf* und Abwftrts- 
schlag der Flttgel mit derselben Ges ehwindigkeit bewerkstelligt 

L 1 fxG 

werden und es wird ^~*>^|/j^Jf* Nehmen wir etwa den 

mittleren Wert als den richtigen an, so benötigt der Sperling 
immer noch ca. 15 PS Leistung pro 10') ktr zum Schwingenflug, 
lind man sieht, daß diese Kraftanstrenguüg schon an der Grenze 
seiner Leistungsfähigkeit liegt. 

Aus dieser Betrachtungsweise folgt ohne weiteres, daß der reine 
Schwingenflug nur für kleine Tiere nnd Apparate m(^lich ist. 
Grofie Vogel können sich dnrcli Ihn trots ihres musknlOsen Körper- 
baues nicht schwebend ehalten, sondern müssen den Segeltiug sor 
Hilfe nehmen. Dies geschieht in der Weise, daß sie sich durch 
geeignete FlügelsteUung eine horizontale Geschwindigkeit erteilen 
oder Richtung gegen den natürlichen Wind nehmen, um die not- 
wendige Kelativgeschwindigkeit gegenüber der umgebenden Luft 
zu bekommen. 

in. Der Schraubeiiflieger. 

Beim Schraubenflug Avird ein Gewicht G durch einen Propeller 
mit vertikaler Achse schwebend erhalten. Bei ihm haben die 
Propi'llerllr, ^ci dieselbe "Wirkung, wie 
die begeifiuchen der Gleitflieger, nur 
dafl sie nicht eine fortschreitende, son- 
dern eine rotierende Bewegung aus< 
fahren. Wir können daher die Theorie 
des Segelfliegers auf den Sehrauben- 
flieger anwenden, wenn wir die fort- 
schreitende Bew€^ng durch die Hota* Fig. 62. 

tion ersetzen. 

Ist die Breite eines Propellerflügels B und bezeichnen wir mit 
dr die Länge in Richtung des Itadius eines Elementes der Propeller- 
flftehe und mit a den peripherischen Neigungswinkel dws^ben, den 
wir fttr die ganze Fropellerfläche konstant annehmen wollen, und 
schlieBlich mit v die Lineargeschwindigkeit des Flftcfaenelementes, 
so erleidet dieses bei der Rotation des Propellers emen Auftrieb 

und einen Beweguugswiderstaml 

d = c JB v" d r sin- a. 
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Um diesen Widerstand zu überwinden ist ferner eine Leistung 

dL = cB dr sin"« 

erforderlich. Macht die Propellerachse « Touren pro Sekunde, so 
ist v = 2 7inr, und wir erhalten durch Integ^ration für die gesamte 
Propellerflöche F (einseitige Oberfläctie aller Schraubenflügel) den 
Gesamtauftrieb A zu 

Ä=t4k7f^ ir cB sin a cos ajr'- dr 

und die Gesamtleistimg 

L^^t^i^eB Bin* -/r* dr. 

BeKelehnen wir noch mit B die radiale Länge der Propeller- 
flUgelf so ergibt die Integration 

A = \c7i^n- F sin a cos a 

nnd 

L«>2«n*«*£*FfiIn*a. 

Damit Schweben eintritt, mnfi 2 n h JB ao grofi genommen werden, 
dafi il — <? wird. Ea ergibt sich somit aas der ersteren dieser 
Gleichungen 



30 



cJ'sinacosa 
and folglich wird 

£ ^ 3V3_i A G 
Q 4cosa y cF^^ 

oder, wcmn wir wiedw cos a=^l setzen 



(«) 

Dies ist genau dieselbe Formel, die für den Segelflieger ^^üt, 
nur daß der Faktor 1,3 hinzufrekommcn ist. Um die Leistung 
möglichst herabzudrücken, wird man vorteilhaft für die Schrauben- 
flügel gekrümmte nftehen deneiben Fonn wähl« wie fttr die Trug 
flachen des Segelfliegers. Wir können dann die Gl^ehnng 61 
analog d^ Gleichung 56 nmfoimen tind erhalten 

e-^^feVil <••) 

WHre nun der Ausdruck y^l/r" «»abhängig von der 6e- 

schwindigkeit, so könnten wir ihn ebenfalls dem für den bctrelflieger 
aufgestellten Dii^amm Fig. 57 entnehmen and für ihn als günstig- 
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sten Wert 0,42 einsetzen. Dieser Wert dürfte angenähert für die 
Propellerflügel zutreffen; denn einerseitB wird eine größere mittlere 
Geschwindigkeit den Faktor etwas horabdrflcken, andererseits die 
grOfiere Dicke d^ Flügel, die eur Eärcdebang gmttgend«* Festig- 
keit notwendig ist, ihn ein wenig erhöhen. 

Von entschiedenem Vorteil für den Schrauhenflieger ist der 
Umstand, daß irgend ein Stirn widcrsi and nicht zu Überwinden ist, 
so daß die Formel 62 bereits die g^esamte notwendigrc Leistung 
angibt. Es sind demnach Schraubenflieger und Segelflieger be- 
züglich des Leistungäbedarfes etwa gleichwertig. 

Die Konstruktion des SchnmboifliegerB dürfte aUerdinga schwie- 
riger sein, als die des Segelfliegers, und liegt wohl hierin der Grand, 
daß dieser Typ bisher nicht praktisch dnrohkonstmlert ist, ob- 
gleich zahlreiche Versuche bereits in früheren Dezennien ein gntes 
Besoltat versprachen. 

Zunächst ist es notwendig, daß zwei gegenläufige Schrauben 
benutzt werden, um eine Rotation des ganzen Flugapparates zu 
vermeiden. Diese werden sich gegenseitig beeinflussen, wenn sie 
nicht weit voneinander abstehen, und es wird die Tragkraft leicht 
um 20^/o herabgedrüekt werden. 

Sodann dürfte es an und für sich schwierig sein, so große Flä4dien, 
wie dieTk-agOaehen der Segelflngzenge, rotior^d anzuordnen, and diese 
Schwierigkeit wird dazu zwingen, die spezitische Flftchenbelastnng 
wesentlich größer zu wählen, als bei dem Segclflngzeug. Dies ist aller- 
dings auch ohne weiteres zulässig, da einmal die modernen Ex- 
plosionsmotore mehr leisten als notwendig ist, und sodann der 
vortreibende Propeller mit seinem schlechten Nutzeffekt in Wegfall 
kommt. Nehmen wir z. B. eine spezifische mittlere FlächenbeUiBtang 
Ton 100 kg pro Quadratmeter, so ergibt unsere Formel immer erst 
einen Leistongsbedarf von 7,3 PS pro 100 kg Gewicht, also weniger 
als ausgeführte Flugzeuge besitzen. Propellerflächen dieser GrOße 
ließen sich verhältnismäßig leicht anbringen, speziell wenn man die 
Zentrifugalkraft zur Versteifung ausnutzt, wie vom Verfasser bereits 
1902*) vorgeschlagen wurde und Avie es Herr von Parseval bei 
seinen Luftschiffschrauben getan hat. I^edeiiklicii ist indessen die 
geringe Fallschirmwirkung bei einer derartig hohen Flächenbelastung 
für den Fall, daß der Motor versagt; da mit dieser HOglichkelt 
immer zu rechnen ist, dürfte ein sich b^ größerer Fallgeschwindig- 
keit selbstOffnend«r Fallsehirm mierttßUch sein. 



O. MarticQsson, Theoreüscbe Grundlage lür die Konatroktion eines 
Bchxmabonßiegers, ninitr. AeroMtiaoh« JfitteUniigen 1902, Heft 8. 
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Zehntes Kapitel. 

Die Stabilitätebedingimgeii der Flngzenge. 

Bei einem Schwingen- ur.d Schraubenflieger sind die Stabilitäts- 
verhältnissc einfach. Man dürfte meistens dadurch hinreichende 
Stabilität erzielen, daß man den Schwerpunkt genügend tief unter 
den Dnickmittelpunkt legt, also die Last des Fingzeuges wesentlich 
unterhalb der Tragflächen anordnet, wie es auch bei jedem Motor- 
ballon und Freiballon geschieht. 

Zur Vameidung von Pendelnngen um die Gleicbgewlchtslagc, 
die bd Gleichheit der Eigenschwingsdaaer des Fingzenges und der 
StOnuigSTirsache (periodiaeh auftretende WindstOfle) dnreh Resonanz 
g f Uirliche QtröÜe annehmen könnten, wird man fitar hinreichende 
Dämpfung zu sorgen haben. Diese wird am einfachsten durch 
Stabilisierungsfiächen erreicht, wie sie sich bei Motorballons vor- 
züglich bewährt haben. In Frage kämen zunächst Kielflächen zur 
Dämpfung der Drehungen um eine Vertikalachse, wobei ein Teil 
der Fläche als Seitensteuer verstellbar anzuordnen ist. Beim Schrau- 
benflieger sind außerdem horizontale Seitenfiftcben zur Dämpfung 
der Drehungen um eine in der Jlngrichtnng liegende. Horizontal- 
achse nOtIg, und bei beiden Flugzeugmrten eine Schwuizfläche zur 
Dftmpfung der Drehungen um eine Qa^achse; ein verstellbarer Teil 
derselben dient in üblicher Weise als Höhenstener. 

Allerdings dürfte die Stabilität dieser Flugzeug'e durch ^roBe 
Hurizontalgeschwindigkeit merklich beeinflußt werden ; eine Erörterung 
dieser Frage ist indessen nur unter Annahme einer bestimmten Vortriebs- 
einrichtung möglich und so lange zwecklos, als Schwingen- und 
Schraubeifli^er noch nicht so weit praktisch durchgebildet sind, 
daß eine bestimmte Annahme gerechtfertigt erscheint. 

WesenÜich andws liegen die Stabilitätsverhältnisse der 
Segelflieger, da diese die genaue Einhaltung eines nur kleinen Flug* 
Winkels bei großer Horizontalgeschwindigkeit verlangen, und es soll 
daher in diesem Kapitel aosschiiefilich die Stabilität dieser Flug- 
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zeuge T)ohandelt werden. Hierbei wird eine normale Flugzeug- 
konätruktion zugrunde gelegt, die außer Seiten- und Höiiensteuer 
and Flächenverwinduag keine verstellbaren Organe besitzt. 

Ein Flagzeng ist dann als „stabil" zu erachten, wenn es nur solche 
Drehungen ausführt, die Tom Führ er gewünscht werden oder 
die zur Erhaltung der Gleichheit zwischen Auftrieb und Ge* 
wichterforderlich sind. Wenn durch irgendeineStOruiig eine kleine 
unen^'ünschte Drehung stattgefunden hat, so muß verlangt werden, 
daß automatisch oder von Hand einstellbaro Kräfte sofort wirksam 
werden, die dieser Drehung entgegenwirken und den früheren Zu- 
stand wieder herstellen. 

Es fragt sich nun zunächst, um welchen Punkt eines frei- 
schwebenden Flugzeuges etwaige Drehungen stattfinden. Die Orund- 
gleichnngen der Mechanik besagen, dafi die Drehungen stets um 
den Schwerpunkt eines KOrpers stattfinden, solange nur solehe 
Kräfte auf ihn einwirk«i, die der Masse proportional sind. Indessen 
wirken auf ein Flugzeug außer der Schwerkraft und den Zentrifugal- 
kräften, die der Masse proportional sind, noch Kräfte ein, die von 
der Oberfläche des KürjM'rs abhiiugen. Infolgedessen werden im 
allgemeinen die Drehungen eines Flugzeuges nicht um den Schwer- 
punkt stattfinden. Sind die Oberflächenkr&fte sehr groß, so würde 
der Druckmittelpunkt zugleich Drehungsmittdpunkt sein. Da aber 
beide Erltftearten von derselben Größenordnung sind, so erfolgen 
die Drehungen um einen variablen zwischen dem Schwerpunkt und 
dem Druckmittelpunkt liegenden Punkt. Indessen wissen wir aus den 
früheren Kapiteln, daß sowohl der Reibungswiderstand, als auch der 
dynamische Widerstand zu Null wird bei verschwindend kleiner Ge- 
schwindigkeit. Infolgedeöseu mui3 jede Drehbewegung eines Flugappa- 
rates mit einer Drehung um den Öchwerpuukt beginnen und enden, 
da bei hbireichend kleiner Drebgesöhwindigkeit die Oberfl&chenkrftfte 
gegenüber den Massenkräften zu vemachlftfisigen sind. Wenn wir 
daher nur die sich aus den Drehung^ ergehende Ruhelage suchen, 
wie es zur Aufteilung der Stabilitätsbedingungen nötig ist, kOnnen 
wir annehmen, die Drehungen fänden um den Schwerpunkt statt. 

L Die Lfingsstabilitftt 

Für einen Segelflieger ist die Erhaltung der Längsstabilität, 
d. h. die richtige Drehbewegung um eine horizontale Querachse das 
wichtigste. In Fig. 63 sei ein Flugzeug sehemadsch dargestellt. 
Die Tragfläche F unter einem Flugwinkel «o sei mittels eüies Ver- 
bindungssteges BA mit der Schwanzfläche f verbunden, die um 
einen Winkel 9^^^ Flugrichtung geneigt ist. Ein Teil 
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dieser Schwanzfläche / ist als Huhensteuer verstellbar zu denken 
und soll der mittlere Winkel sein, den die feststehende Schwanz« 

fläche und das Hohensteuer 
/ jEasamiBLen gegen AB ein- 
schließen. Die Propellerwelle 
""^'T^ fjf i *" 11^ in Richtung AB und 

L _ ^ ^ dies sei gleichzeitig die Flug^- 

Pig. 68. richtung, die im Gleichge- 

wichtszustände horizontal 
liegt. Der Schwerpunkt 6' sei zunächst auf der Verbindungslinie 
AB angenomm«!. 

Hat das Flugzeug eine Horlzontalgesehwindigktit F, so erleidet 
die Flache F einen Auftrieb Ar^ky^FV^ und die Flftche f einen 
Auftrieb A^=kyßfV^, wo die Widerstandskoeffizienten mit einem 
Index et und ß versehen sind, um anzudeuten, daß sie sich auf 
diese Winkel beziehen. Bezeichnen wir nun den Druckmittelpunkt 
der Fläche F mit X, der Fläche f mit Y und die respektiven Ent- 
fernungen des Schwerpunktes 5 von den Druckmitielpunkten mit x 
und y, so tibt Äj^ ein Drehmoment I>f= xAp, und A^ ein Drehmoment 
Df=yAf auf den AppanU: aus und letzteres wirkt In umgekdirtar 
Richtung wie eisleres. Die Bedingungsgleichung daffir, daß der 
Apparat sehwebt, ist dann 

G^Ap-^Af, (63) 

und daß er keine Drehung ausführt 

I>,=^Df (64) 

Nehmen wir jetzt an, es trete dn absteigender Luftstrom mit 
der Geschwindigkeit plötzlich auf; derselbe würde das Gleich- 
gewicht stören, denn die Geschwindigkeit V des Flugzeuges setzt 
sich mit der Geschwindigkeit F, der Luft zu einer resultierenden 

Relativ Geschwindigkeit V = yv".' ^ zusammen, die gegenüber 

der ursprünglichen Geschwindigkeit V um einen Winkel y geneigt 

y 

ist, fflr den gilt: tgy^ , wie aus Fig. 64 zu erkennen ist; hier 

ist V^ nach aufwärts gerichtet gezeichnet als 
^ 1^' -'-i Relativgeschwindigkeit des Flugzeuges ge- 
J^' genüber der abwilrts flieflenden Luf^ da 
y~ auch V die Relativgeschwindigkeit von der 

Fig. 64. Luft ans betrachtet ist Infolgedessen ist der 

Flugwiiikel jetzt nnr noch a — 7, und dieser 
würde keinen genügenden Auftrieb geben, um das Flugzeug schwebend 
zu erhalten. £s gerät demnach ins Fallen. Um den Fall aufzu- 



I. Die LiBgaatabilität. 



109 



halten, muß der Apparat vorne aufgerichtet werden, bis der Flug- 
winkel wieder auf dieselbe GrOße wie vorher gebracht ist Dies 
wird automatisch dann geschehe, wenn bei dem ver&nderten Flng- 
wlnkel Df'^Df geword«i ist, odw wenn, für die Drehmomente ihre 
Werte eingesetzt, die ümgleichnng besteht 

*if («- r) ^'«i >*»(!•- r) 
hier sind and die bei dem veränderten Mngwinkel veränderten 
Dmckmittelpnnktsabstftnde. Da nnn Gleichung 64 verlangt, daß 
h^a^isY*=^k^ßfyy*, so folgt daß 

sein muß. 

Nehmen wir sodann ganz analog an, daß ein aufsteigender 

Lnftstrom auftritt mit der Geschwindigkeit F,, so wird der Flug« 

y 

Winkel vergrößert um einen Wert y, fttr welchen gilt tgy=z-^^ 

und der Apparat muß zur Wiederherstellung des Gleichgewichtes 
vorne geneigt werden. Damit auch dies automatisch geschieht, 
haben wir die Bedingungsungleiehung: 

^ ^ y(q + y) ^ Vi < ß + )0 /gg ^\ 

X kya y iiyß 

Um die BedeutuTig' dieser Ungl('iehunp:en 65 und ß5a zu er- 
kennen, wollen wir zunächst einmal aniK Innen, daß sich die Druck- 
niittelpunkte bei der Änderun^u; der Flugwiukel nicht verschöben, 
wie es bei gekrümmten Flächen angenähert der Fall ist, daß also 
fl^»x und^j = ^ wären. Sodann wollen wir voraussetzen, daß, 
wie es durch Gleichung 58 angedeutet ist, d«r Widerstand und dem- 
nach auch der Auftrieb dem Neigungswinkel der Fläche proportional 
sind. Ungleichung 65 verlangt dann 

«0 ßo 

aus beiden Bedingungen folgt: 

«o>/?o (66) 

Unter den gennnnten Voraussetzung'en hätten wir folglich 
automatische Längest ab ilitiU, wenn die Sclnvanzfläche inklusive ITöhen- 
steuer gegen die Propellerachse weniger geneigt ist, als die vorderen 



und Ungleichung 65 a 
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Tragtlftehen. Diese Bedingung mufi aach dann noch erftUlt bleiboi, 
WCTn das Höhenstener in seiner Endeteilung steht. 

Die Ableitung der Bedingung 66 aus 65 und 66a ist übrigens 
nicht an die gemachte Voraussetzung der Proportionalität zwischen 
Flugwinkel und Widerstand gebunden, Sie besteht auch dann 

dk 

immer zu Reeht, wenn -r^ mit ec abnimmt, wie man leicht eln- 

ca 

sieht. Dies ist bis zu 15^ Neigung nach dem Diagramm Fig. 43 
bei. allen Flltohenformen der Fall, da alle darstellenden Kurven 
gegen die Abszissenachse konkav . gekrümmt sind; bei größeren 
Flugwinkeln trifft es indessen nicht mehr immer zu, und zwar 
dann nicht, wenn das WiflerptanrUmaximura überschritten wird. 
Wie ans dem Diafrramra Fif^. 4 2 liervorg-eht. liegt z. B. das Wider- 
stundsmaxiniiim einer F^läche mit dem Seitenverhältnis X~<6 bei 15®, 
und es darf der Winkel a resp. {cLQ-\~y) bei den stärksten vorkommenden 
Windstößen niemals größer als 16*^ werden, damit der Apparat nicht 
Gefahr läuft, abzustfirzoi. Bei einem Seitenverhältnis X = Z kann a 
bis 25^ anwachsen; es ist indessen beim Überschreiten dieses Winkels 
die Gefehr des Absturzes wegen des stärkeren Abfalls der Wider- 
standskurve desto grußer. 

Andererseits werden die Kurven, die abhängig von a dar- 
stellen, für kleiner als Null ebenfalls konvex. Außerdem findet 
dann einr starke A'ersrhieimn;^ des I)ruckmittelpunkte8 statt, und 
der Druckmittelpunki wird für ein kleinem negativem a unbestimmt, 
indem er von der Austrittskante zum Anblasrand ftb^pringt. 
Darausfolgt, daß Stabilität nur solange besteht, als cc resp. (oq — nicht 
dtn'ch einen absteigenden Luftstrom unter Null sinkt; Es muß dem* 
nach, kleine Winkel y vorausgesetzt, 

P;<Co7 (66a) 

sein. Um dalier starken vertikalen Luftsti ümungen begegnen zu 
können, ist große Eigengeschwindigkeit und grußer Flugwinkel 
erfordwlich; da anderersdts cc auch einen bestimmten höchsten 
Wert nicht überschreiten darf, wird es am besten etwa halb so groA 
gewählt als dem Maximum von entspricht. 

Nicht ganz so übersichtlich sind die Verhältnisse, wenn Schwanz* 
flächen und Trajrfliichen verschiedene Formen haben. Die Be- 
dingung 66 führt liei einer derartigen Konstruktion nur dann immer 
zur Stabilitrit, wenn der Sehwnnzfl^lehe sich mit zunehmendem 
Fluf,'-\\ inkcl stiirkei- ändert als A;^ (h r Tia^fläclien. Dies ist, wie 
aus dem Diagramm Fig. 43 erkenntlich wird, immer der Fall, wenn 
die Schwanzflächen weniger gekrümmt sind als die Tragflächen. 
Indessen ist auch z. B. die der Kurve 5 dieses Diagranunes zu- 
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gründe liegende Flügelform recht günstig und würde sie noch 
eine SchwanrilAchenkrümmung von ^.13,5 zulassen. Das Sicbwste 
bleibt aber, da die WiderstandskiirTe dar benatzten Flächen nicht 
genau bekannt sein dürfte, die Schwanzflftche nnd das HObenstener 
sehr -wenig oder gar nicht za krümmen, wenn dadurch auch die 
notwendige Motürleistnnfr etwas erhöht wird. 

Nehmen wir jetzt an, der Flugapparat sei so konstruiert, daß 
bei absteigendem Luftstrom Dy^^D^ wird, und eine Aufriclitung 
des Fingapparates eingeleitet wird, so ist es klar, daß die Dreh- 
bewegung solange anhalten muß, bisi)j>andD^ wieder gleich groß 
geworden sind. Dies ist dann der Fall, wenn der ursprüngliche Flog- 
Winkel zwischen Flugtlftche nnd Bdativgeschwindigkeit wieder 
herges^lt ist. Stabilität Ist indessen trotzdem noch nicht vollständig 
vorhanden. Denn bei horizontalem Flage ist jetzt die Ge- 
schwindigkeit des Flupi'zeu?:?^ relativ zur Luft um den Winkel y 
gefreu die Horizontale ;,'-eneigt. nnd es ist auch die "Widerstands- 
komponente A gegen die Iviehtung der Erdschwere um einen 
Winkel y geneigt; folglich wird jetzt nur noch ein Gewicht G cos y 
getragen. Der Flugapparat würde demnach mit einer Kraft 
Q (1 ^cos /) nach abwärts gezogen werden. Um dies za yerhindem, 
ist es am einfachsten, den Auftrieb dnrch größere Geschwindigkeit 
zn yermehren, nnd zwar müfite, kleine Winkel y voransgesetzt, die 

1 F- 

Flugzeuggeschwindigkeit nm vennehrt werden. Da aber bei 

größerer ( rescliwindig-keit auch der Widerstand zunimmt, wäre eine 
größere Propellerieistung nötig und eine vermehrte Benzinzufuhr 
zum Motor. Eine Erhaltung der Stabilität verlangt also noch, 
dafi der Motor beim Fluge ohne vertikale LnftstrOmungen nicht 
voU beansprucht ist, nnd dafi die MotorventUe verstellt werden. 

Unter Umständen läßt sich indessen die Stabilität statt durch 
Ventilverstellung nur darcli Höhcnsteaarverstettung voll erreichen. 
Ist nämlich die Bedingung 66 erfüllt, so wird die Überwindung ab- 
wärts steifTonder Luftströmungen identisch mit der Möglichkeit eines 
Aufwärtsfluges. Um einen vertikalen Luftstrom der Geschwindig- 
keit Fj begegnen zu können, ist es notwendig, daß der Apparat 
bei ruhiger Luft um Fj Meter pro Sekunde steigen kann, und der 
Propeller and Motor die hierfür erforderliche zusätzliche Leistung OV^ 
hergeben können. 

Nehmen wir an, das Flugzeug sei dmreh passende Wahl von 
und /?o in der Luft stabil und die Propellcrachse läge bei hori- 
zontalem Fluge ebenfalls horizontal (Fig. G5). Wird jei/t das Höhen- 
steuer verstellt, so daß ß kleiner wird, so nimmt 1)^ al), und das 
Flugzeug richtet sich vorne auf (_Fig. 66). Hierdurch wird zuuächst 
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d^r Flogwinkel a vergrOßwt, der Auftrieb Tenneliit nnd das Flug- 
zeug Bteigt. Es frägt sich Indessen, ob diese Steigung anhält. 
Denn der grOAere Auftrieb ist auch mit einem grOÜeren Wider- 
stande verbunden. Die neue Fahrtrichtung wird auf jeden Fall 
jetzt einen kleineren Winkel mit der Horizontalen einschließen 
müssf^n als die Propellerachse, da nur dann der Flug'winkel in der 
neuen Flugzeuglage vergrößert ist: dies veranlaßt aber auch einen 

größeren Fliigwiderstand und 




dieser setzt bei derselben Pro- 
pellerldstung die Fluggeschwin- 
digkeit h«rab. Nehmen wir zu- 
nftehst an, die Leistung von 
Propell^ nnd Motor bliebe un- 
verändert, 80 würde nur dann 
ein Steigen des Flugzeuges mög- 
lich sein, wenn bei dem größe- 



Fig. 66. ren Fiugwinkel mit derselben 

Leistung ein größeres Gewicht 
getragen werden könnte. Betrachten wir nun das Diagramm 
Flg. 67, so sehen wir, daß die Leistung pro Gewicht bei einem be- 
stimmten Flugwinkel ein Minimum besitzt, und es tritt infolgedessen 
stets dann eine Aufwärtsbewegung ein, wenn im horizontalen Fluge 
mit einem kleineren Flugwinkel gepflop:cn wurde als diesem Minimum 
der Leistuiif^ entspricht, also z. B. bei der vogelflüg:elförmig-en Fläche 
mit einem kleineren Winkel als 7^'.,*'. Ist der Flugwinkel größer, 
80 tritt kein Steigen des Flugzeuges, sondern ein Fallen bei der 
besagten Höbenstenerreratellung ein. 

Es ist nun aber gefährlich und auch unOkonomiseh, mit wesent» 
lieh kleinerem Flugwinkel zu fahren als dem Leistungsminimum 
entspricht, da dieser Winkel schon recht klein ist, und man wird 
«ich damit begnügen mfi?s«i, diesen Winkel als normalen Flug- 
winkel zu wählen. Dann kann ein Steigen des Flugzeuges durch 
Aufrichten des Vorderteiles allein nur eintreten, wenn die Propeller- 
leistung bei Gesehwindigkeitsabnahine größer wird. Ob dies der 
Fall ist, hängt von der Konstruktion des Propellers und des Motors 
ab. Jeder Propeller mit Motor bat bei einer bestimmten Flug- 
geschwindigkdt seine maximale Nutzleistung, und es Ist demnach 
erfordOTlich, daß diese Maximalleistnng bei einer geringeren als der 
normalen Flugzeuggeschwindigkeit erreicht wird, wenn vertikalen 
Luftströmungen lediglich durch Höhensteuerversteliung begegnet 
werden foll 

Diese Stabilitätsbetrachtungen werden dadurch noch etwas 
modifiziert, daß die Druckmittelpunkte sich mit den Flugwiukeln 
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ein wenifz: auf den Tragflächen verschieben und der Schwerpunkt 
des Apparates aus Rücksicht auf die Querstabilität unterhalb der 
Verbindungfslinie der beiden Druckinittolpnnkte liegen muß, Ist 
die Euiicrnung des Schwerpunktes von dieser Linie, also die meta- 
zentrifiche Hohe, a, sq wirkt das Gewicht einer Aufriehtimg des Flug- 
apparates vm den Winkel y mit eln^ Drehmomente sin/ 
entgegen. Diesem Drehmoment kann nur durch eine stärkere HOhen- 
ster>erverstcllung begegnet werden, und wir sehen, daß die Längs- 
stabilität währenddes Fluges durch grofie metazentrische Höhe «r- 
BChwert wird. 

Eine weitere Forderung, (iie an die Länf^^sstabilit.lt des Flug- 
zeiio;cs g:estellt werden muß, ist die, daß es möglichst auto- 
matisch in einen wenig geneigten Gleitflug übergeht, so- 
bald der Motor Tersagt und dadurch der Propellervorschub ver" 
sehwindet. 

Es möge nun dieser Gleitflug mit «iner Gesebwindigkeit V 
unter einem Winkel d (Fig. 67) gegen die Horizontale stattfinden. 

Dann haben wir als treibende /j-'-^ 
Kraft in dieser Richtung 
G aind, da die Erdschwere 

den Apparat mit der Kraft G ^^"^bz- r 

senkrecht abwftrts zieht. 

Diese Kraft muB den Flug- 

widerstand Überwinden, der * * 

sich aus dem Bewogungs- ^ 

widerstand dar Tragflächen und dem Stimwiderstande des übrigen 

Apparates zusammensetzt. Legen wir die angenäherte Formel 53 

für den Widerstand der Tragflächen zugrunde, so gilt demnach 

die Beziehung 

Der Winkel d ergibt sich daraus, daß sich die Kräfte senkrecht 
zur Fallrichtung aufheben müssen. Wir iiuücn nun nach links unten 
die Kraft (7 cos 4 wirken, dagegen nach rechts olxm den Auftrieb 
cFV^a, wobei dw Einfachheit halber cosa«l gesetzt ist und dem- 
nach die Gleichung 

ff cos d=cJ'Pa. 

Durch Division beider Gleichungen erhalten wir, wenn wir 6 
statt tg^ setzen: 



Wenn nun beim Übergange zum Gleitfluge das Höhensteuer 
nicht verstellt wurde, so wird der Fingwinkel a unverändert bleiben, 

SItrtIciiMeii, OeaetK. • 8 
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da ja bei jedem anderen Flugwinkel Dp?- wird, und der Hori- 
zontalflug geht auioinaiisch in einen Gleitflug über, dessen Neigung 
durch die Gl. 67 gegeben ist. 

Es bleibt indessen fraglieb, ob sich der Oleitflagwfnkel nicht 
noeb dareb Verstellen des Hühmsteners Terkleinem l&0t, indem 
durch dieses der Winkel a wkleinert wird. Um diese Frage za be- 
antwortent müssen wir 01.67 nach a differenzieren und bekommen 
als Bedingnngsgieichnng für einen kleinstmöglichen Gleitwinkel d: 



Daraus folgt, daß der kleinstmögliclie Gleitwinkel der 
doppelte Betrag^ dcsjcnif];'en Flnpwinkels ist, hei dem der 
Stirnwiderstand des Fhifj^zeuges ohne Tragflächen gleich 
dem Bewegungswiderbtand der Tragflächen alleine wird. 
Da dieser Winkel bei einem guten Flugzeuge 3^ bis 4" ist, so ist der 
kleinstmögliche Gleitwinkel 6*^ bis 8^ Es lAßt sich natflrJich dnreh 
Ausnutzung der Schwungkraft eines anfangs steileren Gleitfages der 
Gleitwinkel fttr den Moment der Landung auf jeden gewtlnsehten 
kleinen Betrag herabdrücken. Der mittlere Gleitwinkel wird aber 
nicht kleiner, als angefreben, ausfalkn können. 

Diese für den Gleitflug gcscliilderten Verhilltnisse werden wieder 
ungünstig beeinflußt, wenn der Schwerpunkt des Flugzeuges tief 
liegt. Dann kann der Gleitflug nur durch Abwärtsdrehen des HOhen- 
steuers eingeleitet werden, um das Drehmoment der Schwere auf> 
zubeben. Es muß indess^ die Bew^pung des Höhensteuws so 
zeitig gescbeben, daß nocb hinreichende Geschwindigkeit yorhanden 
ist; denn nur dann wird auf das Plugzeug ein merkliches Dreh- 
moment durch Steuerverstcllung ausgeübt. 

Ist ferner das Ilöhenstcuer plan und einadratisch, wie es stets ange- 
nähert der FciH sein sollte, so würde auch dann ein Ziehen des Hrdien- 
Bteners keine Wirkung ausüben, weim die Flugbahn bereits vorher eine 
Keigung von über 35 " gegen die Horizontale angenommen hat, da eine 
Vergrößerung des Winkels zwischen Steuerfläche und Bewegungs- 
richtung keine Druckvermebrung veranlassen würde; bei einer ge> 
krümmten, breite Steuerfläche genügt schon ein wesentlich geriu' 
gerer Neigungswinkel, um das Flugzeug steuerlos zu machen. Das Flug- 
zeug wird in solchen Fällen unter Pendelschwingungen, deren Größe 
und Periode von dem Trägheitsmoment des Apparates abhängen. 




oder, diesen Wert für a eingesetzt 




(67a) 
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abstürzen mit einer mindestens 5 mal größeren Geschwindigkeit als 
in normalem Gleitf!iig:e, es sei denn, daß es dem Flieger gelingrt, 
durch Anpnutzung der lebendigei) Kraft der Fendelschwingunit^en 
und deren Wirkung auf die StüucrtUiche die notwendige Neigung 
der Flugzeugachse in die Flugbaliu zu veraniasben. 

IL Die Querstabilität 

Die Erhaltung der Qaerstabilität eines Flugzeuges wird von 
wesentlieli anderen B( diiifi;nn»en bestimmt, als die der Längsstabili- 
tät: denn bei der letzteren kam es darauf an, das Flugzeug stets 
in eine bestimmte, zum Schweben erforderliche Lage zur Flug- 
richtung zu bringen. Dagegen ist eine Geschwindigkeit in der Quer- 
richtung normaler Weise nicht vorhanden, und als BezngBrichtnng 
kann und mnO alleine die Kichtnng d^ Erdschwere dienen, oder 
genauer die Riebtang der resultierenden Beschleunigung, die sich 
aus der Erdbeschleunigung und der Flugzeugbeschleunigung (Zen- 
trifugalbeschlrunigung) ergibt. Dieser Richtung kann nur durch 
Verlegung: des Schwerpunktes unter den Druckmittelpunkt Ausdruek 
verliehen werden. Wenn keine stärkeren Störungsmögiichkeiten 
vorliiiren, wftre eine sehr j^jerinji^e metazentrische ILihe am vorteil- 
haftesten, da dann ciueroeiis die Drehbewegungen um die Längs- 
achse, also die Schlingerbewcgungen welch und stark gedämpft 
ausfallt!, andererseits die Erhaltung der Lftngsstabilität nicht nennens- 
wert erschwert wird. Wir haben demnach zu untersuchen, welche 
Bedingungen erfüllt sein müssen, um mit geringer Sohwerpiuikts- 
tiefe gefahrlos auskommen zu können. 

sei Fig. 68 ein schematischer <.i)uersehnitt eines Flugap]*arates, 
bei dem nach dem eben Gesagten, das Gewicht Cr im Abstände a 
vom Druckmittelpunkt vereint 
gedacht ist. Die beiden Flug- 
flftchen F mögen zun&chst eine 
verschwindend kleine Neigung 
g^^^ander haben, so daß p;^. 68. 

der Druckmittelpunkt M dicht 

üb«r dem Vereinifrunf^spnnkte heider Flüchen liegt. 

Es möfre nun dureh ir<i,<'iideino Ursaehe die Flugt'läelienel)ene 
eine Neigung gegen die Horizontale erhalten haben. Eine snlelie 
Neigung kann aus verbchiedenen Gründen eintreten, z. B. durch 
einen plötzlich einspringenden Wind q von links unten. Nach den 
firttheren Austahrungen liegt der Druckmittelpunkt eines derartigen 
Windes hei ebenen Flugflächen auf dem linken FlOgel und übt im 
ersten Momente ein Drehmoment mit dem Hebelarm q Im Uhrzeiger* 

8* 
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sinn auf den Apparat aus. Allerdings wird dies Drehmomwit nur 
eine kurze Zeit über wirken; denn sehr bald wird der L'^arr/e Apparat 
durch die Wirkung dieses Windes eine Geschvvindi^kLa^konipo- 
nente in horizontaler Richtung quci' zu seiner Längsachse auf- 
nehmen, die gleich der Horizontalkomponente von q ist, und es 
bleibt relativ zum FEngzenge nnr die Vertikalkomponente fibrig, 
die kein Drehmoment besitzt. Bis dieser GleicshgewichtBzustaod erreicht 
Ist, kann indessen schon dne mwkliche Neignng ;i: entstanden sein. 

Der Drehung entg^egen wirkt zunächst nur die Schwerkraft 
mit einem Drehmoment Öasin;^, Dieses genügt nun nicht, die 
Drehung: zu verhindern; denn wählen wir a p:roß, so wächst mit a 
auch Q nahezu gleichmäßig an, und bei hinreichend starkem Winde q 
Überwiegt immer die Kraft des Windes, wie tief auch der Schwer- 
punkt liegen möge. 

Eine wesentliche Nelgnng des Flngzenges tritt femer aneh 
beim Durchfahren von Kurven auf. Die Neigung gegenüber der 
Horizontalen durch die Wirkung der Zentrifugalbeschleuni^run^ bei 
gleichmäßig gekrümmter Flufi^bahn kommt hier allerdings nicht in 
Frage, da in der Kurve nicht mehr die Horizontalebene die ge- 
wünschte Stellung der Flugtlächeu ist, sondern die Ebene, die nor- 
mal zur resultierenden Beschleunigung steht. Beim Einfahren oder 
Verlassen der Kurve wird aber das Flugzeug, wegen seines großen 
Trftgh^tamomentes um die Längsachse, nicht sofort die richtige 
Neigung annehmen und dadurch zeitweise eine Neigung x zwischen 
Schwefachse a und resultierender Beschleunigung bekommen. Hinzu 
kommt, daß die äußere Flfigelspitze in der Kurve eine größere 
Geschwindigkeit und dadurch einen größeren Auftrieb besitzt, als 
die innere, und demzufolge das Flugzeug stets eine stärkere Neigung 
annimmt, als der Zentrifugalheschleunignng entspricht. 

Nehmen wir somit an, eine i\eigung x einer der ge- 

nannten Ursachen aufgetretoi. Dann liegt dw Auftrieb J, der 



q* diese Richtung, wobei wir die Bew^^gskompon^ten in Rich- 
tung der Fingzeugachse aufler Betracht lassen j q* schlieDe mit der 




Fig. 69. 



durch die Mgengeschwindigkeit F 
des Flugzeuges verursacht ist, nicht 
mehr in Richtung der Erdbeschleu- 
nigung, und wenn vorher Gleich- 
gewicht herrschte, wird jetzt nur 
noch ein Gewicht Cr cos ;^ getragen, 
und das Flugzeug fällt mit einer 
Kraft 6r (1 — cos fragt sich 

nun, in welcher Richtung dieser 
Fall stattfindet. Es sei In Fig. 69 
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Horizontalen den Winkel ^ ein. Als Bedingung für diese Fall* 
richtan^ haben wir die Forderan£f, daJl senkrecht za t[ keine 
Kräfte wirken. Nnn zieht naeh links abwärts die Kraft (rcosv 
und nach rechts aufwärts in entgegengesetzter Richtung it cos (x'-'V)' 
Folglich maß, da ^=^6 ist, die Gleichung bestehen, 

cosv~cosOi; — v*)» 

daraus folgt, 

V-iZ (68) 

Es findet demnach der Fall In einer Richtung statt, 
die den Neigungswinkel x Flugzeuges halbiert. Durch 

diesen Fall tritt nun eine relative Bewegung des Flugzeuges zur 
umgebenden Luft auf und der Fall wirkt wie das Auftreten eines 
Windes in unifjekehrter Richtung als q'. 

Liegen die Flügid F in einer Ebene, so liegt der Druckmittel- 
punlct B (Fig. 70j dieses Windes auf dem unteren Flugd, und 
die Verlängerung von <i trifft die Sohwerlinie CTentnell untere 
halb des Schwerpunktes S des Flug- 
zeuges. In diesem Falle würde der 
Druck ^n Drehmoment im Uhr* 
zeigersinn ausüben und die Neigung 
des Flugzeuges vergrößern, wenn 
die Geschwindigkeit q so groß ge- 
worden ist, daß das Drebnioineni 
der öcijwere im Betrage von <j a öin x 
nicht mehr überwiegt. Allerdings Fig. 70. 

könnte durch Verlegung des Schwer- 
punktes z, B. nach verhindert werden, daß ein die Neigung ver- 
größerndes Drehmoment auftritt. Eine derartig tiefe Sclnvorpunkts- 
lage ei*schwert aber die Längsstabilität zum Vorteil der Quer- 
stabilität wesentlich. 

Um diese tiefe Schwerpunktslage zu vermeiden, ist es vorteil- 
hafter, nach einer Flügelform zu suchen, bei der der Druckmittel- 
punkt von g' auf dem höher gelegenen Flügel liegt. IMes ist sicher 
teilweise der Fall bei einer in Fig. 71 

gezeichneten Flttgelfonn, bei der Aet jS-' 
Druckmittelpnnkt B für geneigte In- 
zidenz nicht gegen den Anblasrand, 
sondern gegen den Austrittsrand hin Kg, 71. 

aus der Mitte verschoben wird, 

während er bei vertikaler luzidenz in einem Punkte M liegen 
dürfte. Eingehende experimentelle Prüfungen über die Lage des 
Druckmittelpunktes an Flächen, die gemäß Fig. 71 gekrümmt sind, 
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sind allerdiiigä bisher nicht durchgeführt, obgleich eine derartige 
Untersuehung für die Konstraktion von Flagapparaten von großer 
Bedeutung wttre. 

Die idcalsto Plügelform ist diejenige (Fig. 7 2), bei 
der die in Kichtting des Windes nach den Druckinittel- 
pankten gezogenen Leitstrahlen sämtlich durch denselben 

Punkt M gehen. Li^i^t d<inn auch 
^-•v^ ^^"^ der Schwerpunkt in M, so übt ein seit- 

licher Lultstrom niemals ein Drehmo- 
ment aus, und li^ der Schworpunkt 
nur ein wenig unter Jf, so bleibt 
trotz geringster metazentrischer Höhe 
die Querstabi Ii t;it ohne Erschwerung 
72. der L?ing?;stabiliiät dauenul bewahrt. 

Natürlich muß dann auf eine f twaijre 
Veränderung der Belastung Hücksicht genommen werden, wie :sie 
durch Benzinverbrauch und das variable Gewicht des Führers und 
der Fluggäste bedingt ist. 

Solange diese ideelle FJflgelform noch nicht gefunden ist, muß 
die Flftchenverwindung zur Erhaltung der Querstabilitftt herangezogen 
werden. Bei dieser werden am yorteilbaltesten die hinteren Mflgel- 
enden hochgebogen. Neigt sich z. B. das Fingzeug: nach rechts, 
so wirkt ein IToelibiegen des linken, hinteren Flüfrelendes in zwei- 
faelier Weise aufrichtend; denn erstens wird der Druckmitteljmnkt 
des Windes, den der beg-innende Fall von rechts her veranlaßt, nach 
links verschoben, und zweitens wird der mittlere FlugAvinkel a des 
linken Flügels kleiner als der des rechten Flügels. Hierdurch wird 
der Auftrieb des rechten Flfigels größer als der des linken und 
eine aufrichtende Drehung veranlaßt. 
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Der Luftpropeller. 

Der Luttpropeller dient dazu, dem Lattfahrzeng durch einen 
umlaufenden Motor einen Vortrieb zu. erteilen, und bandelt es sich 
bei der Konstruktion darum, ihm dne möglichst g^ttnstlge Fonn zu 
geben. Es fragt sich nun zunächst, was unter günstig verstanden 
werden solL Professor F. Bendemann^) ist bei seinen Unter- 
suchungen von der Frage ausgegangen: Bei welclier Form wird 
mit der kleinsten Leistmig ein verlangter Vortrieb erzielt, und 
zweitens: Bei welclier Fonn ^ibt die Scliraubenfläelienelnheit den 
größten Vortrieb. Diese beiden Fragen sind von grundlegender 
Bedeutung f flr die Konstruktion einer Hubschraube, wie sie z. B. 
für einen 8chranbenflieger benötigt wttrde. Die Besultate dieser 
Untersuchungen sind aber nicht in allen Punkten fflr die Kon- 
struktion der besten Vortriebschraube mafigebend. 

Dem gegenüber soll in diesem Kapitel derjenige lAiftpropeller 
al^ d(>r L'-ünstigste gelten, der den größten Wirkungsgrad hat, d. i. 
derjenige, der von der zugeführten Leistung einen möglichst großen 
Prozentsatz nutzbringend verwertet. Es ist infolgedessen eine Tlieorie 
des Propellers aufzustellen, die einen analytischen Ausdruck für 
den Wirkungsgrad gewährt und dadurch erkwnen läßt, von welchen 
meßbaren Faktoren der Wirkungsgrad abhängt. Die Forderung 
eines möglichst großen Wirkungsgrades ist ausschlaggebend bei der 
Konstruktion des Luftscbiffpropellers ; beim Flugzeugpropeller tritt 
nocli die Forderung hinzu, daß seine Eigenschaften möglichst die 
Erhaltung der Längsstabilitiit orleiehtern sollen. Dies ist nacii den 
Ausführungen des vorigen Kapitels dann der Fall, ^ enn der Nutz- 
effekt zunimmt, sobald der Flugwinkel zur Überwindung absteigen- 
der Luftströmungen vergrößert wird. 

Zur besseren Übersichtlichkeit unserer Formeln wollen wir an- 
nehmen, der Propeller besäße verhältnismäßig schmale im ganzen 
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KadiuB gleiohmäSig breite Flügel ; eine Umrechnung tflr Flttgel, die 
sich aektorförmig gegen die Peripherie yerbreitwn, ist dann ohne 

weiteres möglich. Unter der Breite B wollen wir die Summe der 
Breiten aller Flügel verstehen; dabei braucht aber nicht voraus- 
gesetzt zu sein, daß m-Flügel zusammen dieselbe Wirkung haben, 



der Annäherung die Relativgeschwindigkeit der Achse g^aiflher 
der umgehenden Luft. 

Bei einem Fingzeug mit vorne 1iftgen<leni Propeller trifft 
dies ohne weiteres zu. Indessen kann diese Annahme auch bei 
hinten liegendem Propeller gelten, da bei Flugzeugen der „Vor* 
Strom" nur gering ist, wegen der kleinen Neigung der Flugfiächen; 
ebenfalls gültig ist diese Annahme für Luftschiffe mit einer Fro- 
pdleranordnnng neben oder unter dem Ballon, wo der ^Mitwind" 
gegen die Eigengeschwindigkeit des Luftschiffes vernachlässigt 
werden kann. 

Es liabe nun das Luftfahrzeug bei der Oesehwindigkeit den 
Widerstand W zu überwinden, und wir können unter Vernachlässi- 
gung der Reibung, die das Resultat nur wenig verändert, o V* 
setzen. Hier bezieht sich die Konstante a nicht nur auf den Stirn« 
widerstand der Gondel usw., sondern sie schließt auch den Be- 
wegungswiderstand der Tragflächen in sich ein. Der Widwstand TT 
muß vom Vortrieb des Propellers überwunden werden. 

Ferner sei BODE ein Querschnitt des Propellerflügcls im Ab- 
stünde r von der Achse; hierbei ist in der Fig. 73 der Propeller- 
flügel momentan senkrpf^lit gegen die Papierebene stehend gedacht, 
so daii die Achse XX uu Abstände r hinter der Papierebene liegt. 
Dreht sich nun 6st Propeller mit einer Tourenzahl n pro Sdcunde 



6 




wie ein einziger m mal 
breiterer Flügel, sondern 
nur, daß die m- Flügel 
mmal so stark wirken 
als ein Flttgel derselben 
Breite. 



Fi«. 73. 



Es sei nun XX in 
Fig. 73 die Achse des Luft- 
propeliers, welche im Luft- 
falir/.eug fest gelagert ist 
und mit diesem zusammen 
eine Geschwindigkeit V 
besitzen möge, die mit 
ihr gleich gerichtet ist. 
Diese Geschwindigkeit V 
ist dann mit hinreiehen- 



i^ij u^cd by Google 



Der Luftpropeller. 



121 



so bew«gt sich dar Quenchnitt BODE mit einer OeschwiDdigkeit 
2nnr senkrecht zu XJL Diese setzt sieh mit der Axliügeschwin* 
dIgkeSt 7 zu ein«* Geschwindigkeit q maammesk, für die gilt 

5««=r«-f.(2wiir)« (69) 

und diese Geschwindigkeit q ist nach obiger Aiiiiahine auch die 
Relativgeschwindigkeit des Propelierqaerschnittes gegen die um- 
gebende Luft. ^ 

Wir wollen schliefilleh unter den Steigungswinkel der Schranben- 
fifiche verstehent oder genauer ausgedrflekt, den Neignngswinkel 
der Sehne 8 des betrachteten Querschnittes gegen die Achsennormale, 
und unter a den „Änstellwinkel** der Schraubenfläche, d. h. den 
Winkel der Geschwindigkeit q gegenüber der Sehne dann gilt 
die Beziehung 

V 

/?=«+arctg- ; (70) 

hier ist ß mit r veränderlich und infolgedessen auch a. 

Ein Fiächenelf nvnt des Propellers der Breite B und der LKnf^e 
dr erfährt nun bei der Bewegung eine Druckkraft dK = k„ B (f d r, 
wo ka der dem Winkel a und der verwendeten Flächenforni ent- 
sprechende Widerstandskoeffizient ist. Wegen der Reibung und 
des Stimwiderstandes der Propellerflttgei weicht die Richtung dieser 
Druckkraft von der Sehnrainomial^ N um einen kleinen Winkel e 
in dem gezeichneten Sinne ab. Diesen Winkel e können wir durch 
die im achten Kapitel angeführten Wiederstandskoeffizienten ft^und 
ausdrücken, die die spezifischen WiederstRnde in der Heweg-unp:?- 
richtung' und senkrecht zti ihr angeben, und die bei tregebener 
Flilchenform nur vom Anstellwinkel « abhängen. Aus der Fig. 73 

folgt ohne weiteres tg{a-\-e) — z^ ^ oder da a und s beide nur 

sehr kleine Winkel sind 

, (71) 

Zerlegen wir nun diese Druckkraft in ihre Eomponent«ii in 
Richtung von XX und senkrecht zu XX, so gibt uns die erstere 
den Vortrieb des Propellers, die zweite den bei der Drehung zu 
überwindenden Widerstand, und es wird 

rfP^ = rfA'- cos (/? + €) und dPy^dK sin (ß-{-e)', 

setzen wir hier für dK den nViicrpn Wert ein und für </ den Weil 
aus Gleichung 69 und integrieren über die ganze Länge Ä des 
Propellerflügels, so wird: 
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P^=Bjka[y--{-{27inr)-]coä(ß-{-£)dr = üy* . (72) 

und 

= ßjha [V* + (2 nnrY] sin (fi + e) dr. 

0 

Die Nutzleistung des FropellerB ergibt sieh, wenn wir den 
Vortrieb resp. den ihm gldchen Widerstand W mit der Fahr- 
zenggesehwindig^keit V mnltlplizlerra zn 

je 

L„ = aV^ = Bvjka[V-^{2 7inr)'](iOs(ß-\-€)dr . (73) 

0 

Andererseits ist die vom Motor an den rro])e]Icr abgegebene 
Leistung gegeben durch <]a^ Produkt der peripbenscben Ge» 
schwindigkeit und des Widerstandes und es wird: 

B 

L^^ßjkair'-^iinnryiZnnrsmiß-^B^dr, . (74) 

0 

Der Wirkungsgrad ^ derSeliraabe ist dann scbliefilich gegeben 
durch 

(75) 

Um ij auszurechnen ist es zunächst nötig, bestimmte Annahmen 

über die Änderung des Steigungswinkels ß mit dem Radius zu 
machen. Sind die Piopellerflügel reine Schraubenflftchen mit der 

konstanten Steighöhe so ist ^ß~'2n ' Stelgungs« 

winkei ßB am Ende der Fiagel ist gegeben durch tgAr »- — 

h V 

Nach Gleichung 70 ist dann a = arctg arctg^ , also mit 

r yeränderlich und nimmt vom Fingelende nach der Achse hin zu. 

Es ist nun von vornherein zu v«rmuten, und wird weiter unten 
bewiesen werden, daß der Wirkungsgrad bei einem bestimmten a 
am größten wird. Dnnn muß aber jeder Teil der Schranbenfläche 
dieses günstigste a liuben, wenn die ganze Schraube den größten 
Wirkungsgrad liabeu soll. Daraus folgt, daß nur eine Schrauben- 
form zu größten Werte von ij führen kann, bei der der An- 
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stellwinkel a auf dem ganzen Radius konstant ist. Eine solche 
Sehranbenlorm wird gewöhnlich „Normalschraabe" genannt. Be- 
zeichnen wir den konstanten Anstellwinkel, für den die Sehraabe 
konstruiert ist, und der demnach auch am FIfigelende vorhanden 
ist, mit ct^, so wird an einer Schraube mit möglichst groDem Wir- 
kungsgrad der Steigungswinkel der Bedingung gentigen müssen 

^ = a^-i-arctg^^i (76) 

diese Bedingung kann natürlich für verschiedene Geschwindigkeiten 
V nur dann bestehen bleiben, wenn das Verhältnis V:n unveränder- 
lich ist. 

Setzen wir nunmehr diesee Steigungägesetz fOr die Schrauben* 
fläche voraus, so können wir die Integrale in Gleichung 73 bis 74 
lösen, da für ein konstantes a auch Ar« und e unabhängig von r 

werden. Hierbei ist allerdings von der Veränderlichkeit von kaxaid 

£ mit der Geschwindigkeit weg-en der Reibung abgesehen, und von 
der Veriiiidf'riirig-, die die Koeffizienten durch den verschiedenen 
Quersetmitt der Schraubenflüf^el erfahren. 

Zur Lösung der Integrale wollen wir weiter annehmen, daß 
der Winkel ß nur klein sei; dann können wir mit einiger An- 
näherung cos (p~\- e) = 1 setzen, und bekommen iür den Vortrieb 
aus Gleichung 72 den Wort 

r^=BkalV'M-i-i^'n'Ji'] ...... (77) 

In dieser Formel können wir noch in erster Annäherung 
den ersten Summanden g^en den zweiten vernachlässigen, da bei 

V 

kleinem auch nach Gleichung 76 klein sein muA, nnd 

erhalten angenähert 

l>^:=|Ä«Ä!..Bn«li{» (77a) 

Diese Gleichung zeigt, daü der Vortrieb etwa mit der 
dritten Potenz des Radius wächst. Daraus folgt, daß die inneren 
Teile der Propellerflflgel nur wenig zur Vergrößerung des Vortriebes 
beitragen und bei der Rechnung nnberflcksichtigt bleiben können. 
Nur dadurch bdcommt unsere Annahme eines kleinen ß Berechtigung, 
indem bei einem kleinen Steigungswinkel ß^^ der Plügelenden nur 
die inneren Flügelteile ein großes ß besitzen. Es ergibt sich da- 
durch ferner, dnß etwa das letzte Fünftel oder 20'' „ der Flügel- 
länge schon den halben \'oririeb bewii'ken, so daß der Vortriebs- 
mittelpunkt ungefähr bei B liegt. 
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Ferner ist nach Gleichung 77 a angenäherte Proportlonalit&t 
zwischen nnd n* vorhanden; da anderereeits P^—W^aV ist, 
80 tolgti daA die Tourenzahl des Propellers und die Ge- 
schwindigkeit V einander proportional sind und das Ver* 
hältnis konstant bleibt. Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn 
(Jas Luftfahrzeug mit konstanter Geschwindigkeit unbehindert fährt, 
also keine Beschleunigung hat und nicht den Boden berührt. 

Durch diese angonltherterro})orti(>nalität zwischen l'und« wird nun 
erreicht, daß die Beziehung 76 für den Steigungswinkel der Schraube 
auch dann angenähert bestehenbleibt, wenn die Tourenzahl des Motors 
durch Vergrößerung oder Verkleinerung der Benzinzufohr yerftndert 
wird, nicht abw, wenn sich Tonrenzahl und Geschwindigkeit durch 
Änderung des Flugwinkels bei Betätigung des Höhensteuers Andern; 
dann wird nämlich der Widerstandskoeffizient a ein anderer und 
und 7- haben nicht melir denselben Proportionalitätsfaktor. Es 
kann demnach ein konstanter Anstellwinkel ff, und damit der liöehst 
erreichbare Wirkungsgrad des Propellers nur bei einer bestimmten 
Höhensteuersteilung vorhanden sein. 

Besitzt die Schraube einen Steigungswinkel Aber IS**, so wird 
die zur Ableitung der Gleichung 77a gemachte Vernachlässigung 
unzulässig. Es Iftfit sich indessen auch dann das Integral 72 immer 
auswerten, solange nur e klein bleibt. Bezeichnet man noch das 
Verhältnis der Eiprenjureschwindigkeit V zu der PropcUcruuifangs- 
geschwindigkeit 2jtnM mit z, so findet man ans Gleichung 72, wenn 
für € aus 71 und für ß aus 76 ihre Werte eingesetzt werden: 



Diese Gleichung' lälit erkennen, daß bei unverändertem z die 
Proportionalität zwischen einerseits und Ji^ rcsp. ü'' andererseits 
für jeden Steigungswinkel der Schraube b^teht; die Unverändw- 
lichkeit von t ist aber nicht ohne weiteres gewährleistet* 

Kehren wir nunmehr zur Berechnung des Whrkungsgrades 17 

bei einem konstanten Anstellwinkel a zmrück. Zunächst nehmen 

y 

wir wiederum ß und anch 5 klein an und erhalten aus 




. . (77b) 



Gleichung 74 




0 
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oder für fi und e ihre Werte aas 70 und 71 eing^eseut und das 
Integral aufgelöst 

L. = 4 »• -B F -f- i 2 n fi] . 

Führen wir in diesem Ausdruck den Steigungswinkel der 
Flügelenden ein, so erhalten wir, da angenähert 

V V 
'^^ 2nnE ß^^ — a 

Andererseits ergibt sich aus 77 a: 

oder darch ß^^ vaageMakU 

1 V* 

Durch Division dieser beiden Werte bekommt man schiiefilich 

Ans diesOT Formel erkennt man, daß der 'Wirkungsgrad der 

i£,iuliciL um so näher liegt, je kleiner der Koeffizient ^ der Flügel- 

k ' 

flftche ist. Nun hat aber ^ nach den frfiheren AusfQbrnngen ein 

K 

Minimum bei einem bestimmten Anstellwinkel n, der nach den 

Kurven des Diagramraes Fig. 46 zwischen 2" und 6", je nach der 

Flächenform, liegt. Dadurch ist zunächst die oben ausgesprochene 

Vermutnng bestätigt, daß nur ein ganz bestimmter Anstellwinkel 

zur besten Schraube fährt und bewiesen, dafi eine Schranbenform 

mit konstantem a=aj^ die günstigste ist. 

Sodann ergibt sich aus der Formel, daß für die Propeller 

flttgel eine Querschnittsform zu wählen ist» die ein möglichst tief 

Je 

liegendes Minimum des Koeffizienten besitzt; der Winkel, bei 

dnn (ii(»ses Minimum liegt, ist dann als Anstellwinkel der Sieigung 
der Schraube zugrunde zu lo^en. Hieraus erhellt die Wichtigkeit 

der Bestimmung des Koeffizienten und es wäre wünschenswert» 
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wenn die von Eiffei und I'randtl beg^onneiien Untersuchuii^ren 
Uber diesen Koeffizienten auch bei lu lK ren Geschwindigkeiten und 
volleren Flächenformen tlurcbgefülin würden; denn die bisher 
erhftltafteii Weite, wie eie tdlweise Im Diagramm 46 ▼orzetchnet 
sind, dibrften Seibung wegen nur angenähert für Propeller- 
geschwindigkeiten Gültigkeit haben. 
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Fig. 74. Wirkungsgrad tj eines Luftpropeliers, abhängig vom Anstellwiukel, 
fttr PropeUerflUgel mit Tenehiedenem Steignngsirinkel. 



Die Formel 78 ergibt ferner eine Zunahme des Wirkungsgrades 
mit dem Steigungswinkel ß^^ der Schranbenftäche, und es sind dem* 

nach allzu kleine Steigungswinkel zu vermeiden. In dem Diagramm 
Fig. 74 ist der Wirkungsgrad für ßji = ^^', 10° i lö" abhängig vom 
Anstellwinkel angegeben, bezogen auf eine 1/13,5 gekrümmte Flügel- 
fläche, für die in Fig. 46 Kurve 3 die Werte von f ^ enthalten sind. 

Man sieht, daß ein Propeller mit ßj^ = ö" keinen größeren Wirkungs- 
grad als 46 ^/p, ein solcher mit /?jj = 15" keinen größeren als 77 ^/^ 
erreichen kann. 

Bei Bestimmung des Wirkungsgrades nach Gl. 78 könnte evtl. der 
variable Querschnitt der Schraubenflügel Schwierigkeiten bereiten. 
Es läßt sich indessen dieser Umstand dadurch berücksichtigen, dafi 
man der Rechnung den Querschnitt bei ^/^ B zugrunde legt, da an 
dieser Stelle der Vortriebsmittelpunkt liegt. Außerdem wird der 
Querschnitt einer richtig konstruierten Schraube parabolisch mit dem 
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KaUiuj; abnehmen und demnach nur in der Nähe der Achse wesent- 
lich si.irker sein, wo er für den Wirkungsgrad bedeutungslos bleibt. 

Falseli wäre es, aus der Gleichung- 48 zu schließen, es wäre 
gut, den Steigungswinkel so gruii wie möglich zu machen. Dies 
verbietet sieh zunächst schon ans einem triftigen Grande: beim 
Anfahren des Luftfalurzenges ist seine Geschwindigkeit noch nahezu 
Null and Im ersten Momente a=ß* Wenn dann das Luftfahrzeug 
allmählich Geschwindigkeit annimmt, wird a kleiner, P sinkt und 
die Tourenzahl des Propellers steigt. Wenn nun das Widerstands- 
maxiraum der Fläche stark ausgeprägt ist und bei einem kleineren 
Winkel als ßuuta liegt, so würde der vom Propeller zu überwindende 
Widerstand bei zunehmender Fahrzeuggeschwindigkeit zunehmen 
und nicht abnehmen. Dann steigt aber die Tourenzahl des Motors 
nicht weiter an und erreieht niemals den normalen Wert; die Ge- 
schwindigkeit des Fahrzenges erhöht sich demnach ebenfaUs nicht 
weiter. 

Es muß also der mittlere W^ert von ß immer kleiner bleiben, 
als der Winkel, bei dem das Widerstandsmaximum der gew&hlten 
Flächenform liegt. Liegt dieses z. B. bei 15®, wie bei ^'13.5 ge- 
krümmten Flächen mit Ä — 6, so darf ßj^ nicht grüßer als 12" ge- 
wählt werden, da ßMutei etwa 20" „ kleiner als fi^ ist. Allerdings 
wird sieh ein Propellerriügel mit jB:iJ=l:6 nicht verhalten, wie 
eine gleichmaßig bewegte Fläche mit dem Seitenverhältnis 1 : 6, 
sondern etwa wie eine Fl&che mit dem Seitenverhältnis 1:3, da 
die innren Teile des Propellerflügels eine geringere Geschwindig- 
keit haben, als die äußeren. Demnach dttrfte ein solcher Propeller- 
fiügel noch einen Steigungswinkel von 20" zulassen. Hieraus müssen 
wir schließen, daß allzu schmale Propellerflügel zu verwerfen sind, 
und etwa ein Seitenverhältnis 1 : 6 die Grenze bilden sollte. 

Die Folgerung, daß der Wirkungsgrad mit beliebig wächst, 

ist übrigens auch nicht streng richtig, da die Formel 78 mir ffir 
kleine Werte von ß Gültigkeit hat. Für große Steigung^w inkel 
ist die abgekürzte Kechmingsweise, die zu ihr iührte, unrichtig, 
und es muß die Integration von 73 und 74 iu derselben Weise er- 
folgen, wie es zur Ableitung der Gleichung 77 b geschah. Setzt 

V 

man wiederum z = ^ — , so ergibt sich 
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Das Diagramm Fig. 75 zeigt die Abhängigkeit des Wirkung's- 
grades von z nach dieser Formel und zwar für fünf verschiedene 

Werte von rf . Man erkennt ans dem Diagramm, dafi der Wir- 

' k 

kuDgsgrad stets bei z == 0,5 unabhängig von seinen Maximaiwert 

hat, daß er aber für ^=0,3 bis etwa z = 0,B nahezu unveränder- 
lich ist, und erbt für 2 unter 0,3 stark abfällt. Daraus folgt, daß 

(1 ie Umfangsgeschwindigkeit des Propellers höchstens H bis 
4 mal größer als die Fahrzeu^geschwindigkeit genommen 
werdcnsoUte, wenn ein guter Wirkungsgrad des Propellers gewünscht 
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Fig, 75. Wirkungsgrad r; eines LnftpropcUors, abhängig vom YerhiltDii 
der FahnengKvaohwi&din^eit zur Umfangsgwchwmdigkeit, fttr Tcvsehiedflne 

FlOgeliorm«». 



wird. Dies ist ein wichtiges Resultat, das bei vielen Fropellerkonstruk- 
tionen nicht berücksielitigt ist ; sind doch fürz Werte von ' bis V„ nicht 
selten. Für z^0,3 ist — «^=17", für z = 0,2ö dagegen 14® 
und infolgedessen bei «ä=3^ 20". Es ist demnach 

dieser letztere Winkel eine antere Grenze für den Steigungswinkel 
eines Lnftpropellers, die nicht wesentlich nntOTschritten werden sollte. 

Andererseite ist es aber auch nicht vorteilhaft, diese Grenze 
wesentlich zu überschreiten; denn beim Anfahren ist ein großes ßj^ 
hinderlich, da im ersten Moment (t^^ß^ ist, also anch der Anstell- 
winkel groß wird; eine Vergrößerung dieses bewirkt aber eine Ab- 
nahme der Tourenzahl des Motors und damit des Vortriebes, da der 
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letztere dem Anstellwinkel nicht ganz proportional, der Tourenzahl 
aber nahezu quadratisch proportional ist. 

Kommen wir nunmehr auf die im Anfange des Kapitels gestellte 
Frajre nach dem günstigsten rropeller zurück, so gibt uns die Theorie 
nach den vorstehend abgeleiteten (rleiehungen folgende Antwort: 

1. Unabhängig von allen sonstiguu Bedingungen ist stets die 

FldgoKorm die beste, bei der der Koeffient ~ den kleinsten Wert 

K 

erreicht, gleiehgftltig bei welchem Inzidenzwlnkel das Minimum von 
*^ liegt. 

2. Handelt es sieh darum, ein Flugzeug'- zu konstruieren, das 
sich möglichst schnell vom Boden erheben kann, so wählt man 

vorteilhaft eine Flädienform ans, bei der das Minimum von einem 

nicht zu kleinen Inzidenzwlnkel entspricht, und nimmt den Steigungs- 
winkel jffj, nur zu 10^ bis 16^ 

3. Handelt es sieh darum, ein mC^glichst schnelles Fahrzeug 
zu konstruieren, so ist für die Propellerflttgel diejenige Flächcn- 

k 

form die günstigste, bei der das Minimum des Koeffizienten 

n 

y 

einem möglichst kleinen Inzidenzwlnkel entspricht. Sodann ist 

V 

der Propellerradius so grofi zu nehmen, daß ~ ^ mindestens 

0,S wird, wenn als n die höchst zulässige dauernde Tourenzahl des 
Motors und als V die höchste Geschwindigkeit eingesetzt wird, die 
mit der zur Vf»'ffigung stehenden Leistung des Motors erzielt 
werden kann. Der Steigungswinkel ß^^ ist durch x und durch den 

Winkel «j^, bei dem sein Minimum hat, gegeben. Um schliefi- 

lieh den Propelh r der Motorleistung anzupassen, bleibt eine Varia- 
tion der Breite B und der Flügelzahl übrig. 

4. Handelt es sich darum, ein möglichst sicheresFlugzeug zu 
konstruieren, so hat man dafttr zu sorgen, daO der Propeller nicht 
bei der höchsten Geschwindigkeit, sondern dann seinen grOBten 
Wirkungsgrad hat, wenn starke vertikale Luftströmungen zu Ober- 
winden sind. Zu diesem Zwecke ist bei der Berechnung von R 
und nach derselben Methode zu verfahren, wie unter 3, aber 
als Geschwindigkeit diejenige fMnzusetzen, die sieh aus Motorleistung 
und Stirmv idcrstand des Flufj:zt'nges hei einem Flugwinkel ergibt, 
der den ^nr.üiuiOgliehen Aultrieb bewirkt. Bei normaler Fahrt ist 
dann d«r Flugwinkel wesentlich kleiner, als derjenige, der der 
Rechnung zugrunde gelegt wurde. Die Geschwindigkeit kann aber 

M«rtUnB»en. Ometie. 9 
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nur wenig" grostcig-ort werden, da mit Vergrößerung derselben der 
Wirkuiif^strrud des Propellers sofort stark sinkt. Ein solches Flug- 
zeug ist dann das sicherste, aber nicht das schnellste. 

Hieraus geht hervor, daß die vielvertrctene Ansicht irrig ist, 
nach welcher das schnellste Flugzeug die größte Sicherheil gewährt. 
Vielmehr muß dieser Gmndsatz dahin abgeändert werden, da£ das 
Fingzeug, welches mit einem geeigneten Propeller am sehnelisten 
fahren könnte, einen anderen Propeller eriialten muß, um anf Kosten 
der Geschwindigkoit die fj^rößte Sicherheit zu erhalten. Übrigens ist 
ohne weiteres ersichtlieli, daß die im vorigen Kapitel aufgestrllte 
Forderung- nncli einer Zunahme der Propcllerleistung bei Vergrrößerung 
des Flügwinkels durch einen Propeller befriedigt wii-d, der den 
Grund^^iUzen 4 gt-niUß konstruiert ist. 

Bei der praktischen Auswahl des Pio])ellers wird es oftmals 
Schwiorigkeiteu haben, die größtmögliche Geschwindigkeit und die- 
jenige, die einen grOfitmöglichen Auftrieb verschafft, zu bereehnen, 
da der Bew^nngswldersland der Flugflächen und der Stimwider- 
stand der übrigen Fingzeugteile nicht genau bekannt sind. Indessen 
können die fefal^den Daten immer durch Erprobung fthnlieh ge- 
formter Fiagzeuge experimentell bestimmt werden. 

EineexperimcntellePrüfungder hierentwickelten Propeller-Theorie 
ist schwer möglich, da exakte Messung-en über den Wirkungsgrad des 
Luftpropellers nur im geringen Maße vorliegen. Eine angenäherte 
Prüfung gestatten die Messungen Eiffels^) au einer von Drzewiecki 
konstruierten „Normalschraube" von 0,905 m Durchmesser mit 
^jj=sl6® und «^ = 6®. Eiftel untersuchte den scheinbaren Wir- 
kungsgrad dieser Schraube, wenn er sie mit variabler Umlauf- 
geschwindigkeit in verschieden starkem Luftstrom laufen lie0. Aus 
Umlaufgeschwindigkeit und Luftstrom läßt sich t und a bereehnen. 
Allerdings ist a nur bei dem Geschwindigkeitsverhältnis über den 
ganzen Radius konstant, bei dem « = 5" ist. Der Wirkungsgrad 
wird aber hierdurch nur bei sehr kleinem Winkel we^entlicli be- 
einflußt. Die Werte, die Eiffel experimentell gefunden hat. sind 
im Diagramm Fig. 74 durch Kreuze eingezeichnet, während 
die gestrichelte Kurve die sich aus der Theorie ergebenden nach 
dcan Diagramm Fig. 75 korrigierten Werte des Wirkungsgrades an- 
gibt. Man erkennt, dafi die experimentell gefundenen Werte ein 
wenig niedriger sind, als die berechneten. Dies ist einmal durch 
die Inkonstanz von <c bei den Eiffelschen Versuchen veranlaßt, 
sodann dadurch, dafi die Propellerflügel dicker waren und folglich 

*) G. Eiffel, La reäiatance de fair et l'aviation, complöraent 1911, 8. 22ö 
nnd 860. 
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größere Werte von besaiien, als eine 1 13,5 gekrümmte Fläche 

*» 

geringer Dicke. 

Zum Bchhisse sei noch darauf hingewiesen, daß die hier für 
Luftschrauben entwickelte Theorie auch im Prinzip für 
Wasserschrauben anwendbar ist; nur ist bei der Schiffsschraube 
zu berücksichtigen, daß wegen des Vorstroraes die Relativgeschwindig- 
keit des Wassers gegen die Propelleracbse kleiner ist, als die Fabrzeug- 
gesebwindigkeit. Allerdings bleibt die Theorie nur solange anwend- 
bar, als die PropeUemmfangsgeschwindigkeit kleiner bleibt, als die 
früher definierte Grenzgeschwindigkeit des Wassers, weil über diese 
Geschwindigkeit hinaus (15 bis 20 m pro Sekunde bei Berück- 
sichtigung der Tiefe des Propellers unter dem Wasserspiegel) die 
abgeleiteten Widerstandsgesetze nicht mehr gelten. Bei der Luft- 
schraube ist dagegen die Anwendung der Theorie durch den Gültig- 
keitsbereich der Widerstandsgesetze weniger beschränkt, da Umfaugs- 
g^hwindigkeiten übw 100 ni pro Sek. an und fttr sich zu ver- 
werfen sind, die Gesetze aber noch genügend genau bis zu dieser 
Geschwindigkeit gelten. 



Digitizcd by Google 



VolAg Ton Julius Springer in Berlin. 



Luftfahrt und Wissenschaft 

In freier Folge herausgegeben 
von 

Joseph Stieker. 

SofariftleifciBig und Verwaltung der Stiftoni^; 

Professor A. Berson, Dipl.-Ing. C. Eberhard^ 

Graicbtsassessor J. Sticker, Professor Dr. B. Sörlngy 
WirkL Geh. Oberbaurat Dr. H. Zimmermaan. 



Bisher erschienen: 

1. Heft: Lnfffahrtrecht. Von Dr. jur. Josef Kohler, Geh. Jusli/rat, ordent- 

licher Professor der Rechte an der Universität Berlin. VI und 45 Seiten. 
Preia M. 1,20. (Stiftung de» KMserliehen Aero-Olube» Beilin.) 

2. Heft: Experimentellp Unl«T<Ti( fnm^n aus d<'iii Orenzpeblet zwischen draht- 

loser Telcgrapble und LuiUliktrizItät. Von Dr. M. Dieckmann, Privat- 
dozent für reine und angewandte Physik an der Kgl. TeohniBohen Hoch- 
schule Münclien. 1. Teil: Die Emprüngrsyttörung. VllI und 73 Seiton. Mit 
56 Abbildungen. Preis M. 3, — . (Stiftung des Berliner Vereins für Luft- 
sc^hiffahrt, Berlin.) 

3. Heft: Zur Physiologie und Hygiene der Luftfahrt. Von Dr. med N Zuntz, 

Geh. Regierungsrat, Professor der Pliysujlogie an der Landwirtschaftlichen 
Hochschule Berlin. V und 67 Seiten. Mit 1 1 Textfiguren. Preis M. 2, — . 
(Stiftung des Magcieliurper Vereir« für Luft.srliiffahrt , M i „"leburg.) 

4. Heft: Stoffdehnung und Formänderung der Hülle von Prall -Lultsoliiffeii« 

Untersuchungen im Luftschiffbau der Siemens-Schuckert -Werke. VonDr-Ing. 
Rudolf Haas und Dipl.-Schiffbauingenieur Alexander Dietzius, Privat- 
dü^eiit für Luftschiffbau an der Kgl. Technischen Hochschule zu Berhn. 
IX und 134 Seiten. Mit 138 Textfiguren. Preis M. 6,—. 

5. Heft: Die Erforschung des tropischen Luttozeans in NIederländi<;ch -Ost« 

Indien. Von Dr. W. van Bemmelen, Direktt)r des Königl. Magnetischen 
und Meteorologischen Observatoriuniä in Batavia. VII und 50 Seiten. Mit 
13 Textfiguren. Preis M. 2,40. (Stift nr--«: v. H -Ryssen, Holland.) 

6. Heft: Versuche an Doppeldeckern zur Bestiuitnung ihrer Eigengeschwlndig* 

keit und FlugwinkeL Von Dr.-Ing. Wilhelm Hoff, Leiter der Flugzeug- 
abteilung der Deutschen Versuchsanstalt für Luftfahrt E. V. in Berlin-Adlers- 
hof. V und Ö7 Seiten. Mit 32 Abbildungen. Preis M. 4, — . (Stiftung des 
VogtlftiidiBehen VeninB für Luf tsohifiahrt, PJauea i, V.) 

Demniobet enoheinen : 

Tabellen zur astronomischen Ortsbestimmung. Von Dr. A. KohUohütter, 
Astronom am Mt. Wilson Solar Observatory, Pasadena, Cal. 

Die QueneliBltfoliirm«!! der Togelllflgd und Ilm Terwertnng für Lolt- 
Rchrauben. Von DipL-Ing. G. Eberhardt, Ingenieur beim Lnfteebiffer- 
Bataillon, Berlin. 

Biperlment^e ünterraelmiigea am dem Oreniiceblet swiselien dnbfloser 

Telcgraphie und Luftelcktrlzltät. Von Dr M Dieckmann, Privatdcizont 
für reine und angewandte Physik an der Kgl. Techn. Hochschule München. 
2. Teil! Die Beidiweitonlndeniiig. 
Ble Untersuchung? der Flutrzeug- und Luftschiff -Maschinen. Von P^ofo.^^^or 
A. Wagener, Leiter des Maschinen- technischen Laboratoriums der Kgl. 
Tadm. Hoeheohnle Dansig 



Zu beziehen durch jede Buohhandlung. 



Verlag von Julius Springer in Berlin. 



Beitrag zur Bereclimui^ der Luftschrauben unter /usrrundt'- 

legung der Kuteau»chen Theorie. Von Üipi.-Ing. Claude Dornler, Ingenieur 
der LufteehifibMi Zeppdin G. m. b. H. Friedriduhafen. Hit 66 T«x1£gunn. 

Preia H. 5,-~. 



Gleichgang und Massenkräfte der Fahr- und Ilugzeug- 

maschinen. Eiue Uiitersuchuag über Zylinderzahl und Zylinderanord- 
niing. Ton Dr.-Ing. Otto KSlsoh» Aasktent für Masehinenbau an der Tedi- 
niflohen lloohaehttle su Hönohen. Mit SS Textfiguren. Pnia H. 5, — . 

Denkschrift der L Internationalen Luftschiffahrt» - Aus- 

, Stellung (ILA) zu Fmnkfurl a. 31. 1909. Üftiziclk-r Bericht, heraus- 
gegeben von Prof. Dr. Bernhard Lepniuä, Vorsitzender des VVi^ü.-Tüclm. Aus- 
Bohnsae«, und Prof. Dr. Btcbard Waehimulh, Vorritaender dw Wiawiisohaft- 

lichen Komnii!<sion. In 7,w(>i Bänden 

' Band I: Wi&senachaltliche Vorträge. .Mit 126 Textügureu und 8 Tafeln. 

Preis M. : in Leinwand gebunden H. 8, — . 
Band II: Brgebniaae der AnntellnBf. .Mit 216 Tt-xtfiguren. 

Preis M. ; in Leinwand gebunden M. 10, — . 

Jahrbuch der Wissenschaiilichen Gesellschaft für Flug- 
technik. I. Band 1912/13. 1. Ueferung. Prein M. 5,—. 

Leitfaden der Fla^ehnik, FOr Ingenieure. Techniker, Studierende 

höherer technischer Lehranstalten und Hochschulen. Von Prof. Hapfer^ 
Ihrektor des Kyfihäuaer-Technikuma Fjrankenhausen a. Kyffb. 

Erscheint im Sommer 1913. 



TeehniBehe Hydrodynamik, Von Dr. Tnam PriSfly Profeasor an der 

Eidgen6i8iBcben Teclmiach«! Hochachule in Zürich. Mit 81 Texifipurm. 

In Leinwand gebunden Preis M. 9, — . 



Ligenieur-Mathematik. Lehrbuch der hSberen Mathematik für die 

teohiiisclu'ii Berufe. Von Dr.-Ing. Dr. phil. Heins Egerer, DlpI.>Ingcniour, 
vorm. Professor für Ingenieur-Mt i hunik und Matfrial Priifunp an der Tech 
nischen Hochschule Drontheim. Krater Band: Niedere Algebra und Ana- 
lysis. — Uneare Gebilde der Eliene und des Raontee in «nalytieoher und 
vcktorifller Rehaiidlinifj. — Kegel.«rhnitte. Alit 320 Textabbildungen und 
blb vollständig gelösten Beispielen und Aufgaben. 

In Leinwand gebunden Preis M. 12, — . 



Technische SchwingUngSlehre. Kinführung in die Untersuchung der 
für den Ingenieur wii htifisten periodi-^rhcn Vorgänge nu? der Mechanik 
starrer, elastischer, hüssigcr und gasförmiger Körper sowie aus der Elek- 
trisit&tdehre. Von Dr. WOhelni Hort, Dipl.-Ingenieor. litt 87 Textfiguren. 

Freie M. 5,60; in Leinwand gebunden M. 6,40. 



Zu beziehen durch jede Buchhandlung. 



Digitizcd by Google 



